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Caªkowanie przy u»yciu metod Monte

Carlo
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Caªkowanie MC

Niech g(x) b¦dzie funkcj¡, dla której chcecmy wyznaczy¢ caªk¦
∫ b

a
g(x)dx

(zakªadamy, »e taka caªka istnieje). Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ z
funkcj¡ g¦sto±ci f (x), wtedy

E [g(X )] =

∫ ∞
−∞

g(x)f (x)dx .

Gdy dost¦pna jest próba losowa z rozkªadu zmiennej losowej X to nieob-
ci¡»onym estymatorem E [g(X )] jest ±rednia z próby.
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Caªkowanie MC

Rozwa»my problem estymacji θ =
∫
1

0
g(x)dx . Je±li X1, . . . ,Xm jest prób¡

losow¡ z rozkªadu jednostajnego na odcinku (0, 1) wtedy

θ̂ = gm(X ) =
1
m

m∑
i=1

g(Xi )

zbiega do E [g(X )] = θ z prawdopodobie«stwem 1 (na podstawie Mocnego
Prawa Wielkich Liczb). Estymator Monte Carlo dla

∫
1

0
g(x)dx = gm(X ).
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Caªkowanie MC

Wyznaczy¢ estymator Monte Carlo caªki

θ =

∫
1

0

e−xdx

oraz porówna¢ jego warto±¢ z warto±ci¡ rzeczywist¡.

1 m<−10000
2 x<−runif(m)
3 theta.hat<−mean(exp(−x))
4 print(theta.hat)
5 [1] 0.6318515
6 print(1−exp(−1))
7 [1] 0.6321206
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Caªkowanie MC

Aby wyznaczy¢ caªk¦
∫ b

a
g(t)dt nale»y dokona¢ zamiany zmiennych tak,

aby granice caªkowania byªy od 0 do 1. Transformacja liniowa ma posta¢

y =
t − a

b − a
i dy =

1
b − a

dt.

Po zamianie zmiennych otrzymujemy caªk¦∫ b

a

g(t)dt =

∫
1

0

g(y(b − a) + a)(b − a)dy .

Alternatywnie mo»emy zast¡pi¢ rozkªad jednostajny na odcinku (0, 1) przez
rozkªad jednostajny na odcinku (a, b) i wyznaczy¢ caªk¦∫ b

a

g(t)dt = (b − a)

∫ b

a

g(t)
1

b − a
dt.
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Caªkowanie MC

Wyznaczy¢ estymator Monte Carlo caªki

θ =

∫
4

2

e−xdx

oraz porówna¢ jego warto±¢ z warto±ci¡ rzeczywist¡.

1 m<−10000
2 x<−runif(m,min=2,max=4)
3 theta.hat<−mean(exp(−x))∗2
4 print(theta.hat)
5 [1] 0.1173496
6 print(exp(−2)−exp(−4))
7 [1] 0.1170196
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Caªkowanie MC

Ogólna metoda caªkowania przy u»yciu metody Monte Carlo

1. Wygenerowa¢ niezale»ne zmienne losowe X1, . . . ,Xm z rozkªadu jed-
nostajnego na odcinku (a, b).

2. Wyznaczy¢ g(X ) = 1

mg(Xi ).

3. θ̂ = (b − a)g(X ).
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Caªkowanie MC

B¦dziemy chcieli u»y¢ metod Monte Carlo do estymacji dystrybuanty dla
standardowego rozkªadu normalnego

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

e−t
2/2dt.

Warto zauwa»y¢, »e nie mo»emy bezpo±rednio u»y¢ algorytmu przedstawio-
nego powy»ej, poniewa» dolna granica caªkowania wynosi −∞. Jednak»e
mo»emy podzieli¢ nasz problem na dwa przypadki: (i) x < 0 oraz (ii)
x ≥ 0 oraz u»y¢ zaªo»enie o symetrii rozkªadu normalnego do wyznaczenia
caªki dla x < 0.
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Caªkowanie MC

Powy»szy problem mo»emy rozwi¡za¢ poprzez generowanie zmiennych lo-
sowych z rozkªadu jednostajengo na odcinku (0, x), ale b¦dzie to od nas
wymagaªo zmiany parametru x dla ka»dej ró»nej warto±ci dystrybuanty.
�atwiej b¦dzie u»y¢ algorytmu, który zakªada losowanie liczb z rozkª¡du
jednostajnego na odcinku (0, 1) dla ka»dej warto±ci dystrybuanty. W tym
celu musimy dokona¢ zamiany zmiennych

y =
t

x
i dt = xdy .

Wtedy mamy

θ =

∫
1

0

xe−(xy)
2/2dy .

Estymatorem caªki jest

θ̂ = gm(u) =
1
m

m∑
i=1

xe−(uix)
2/2.
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Caªkowanie MC

Estymatory dystrybuanty:

0.5 + θ̂/
√
2π dla x > 0,

Φ(x) = 1− Φ(−x) dla x < 0.

1 x<−seq(.1,2.5,length=10)
2 m<−10000
3 u<−runif(m)
4 cdf=numeric(length(x))
5 for (i in 1:length(x)) {
6 g<−x[i]∗exp(−(u∗x[i])^2/2)
7 cdf[i]<−mean(g)/sqrt(2∗pi)+.5
8 }
9

10 Phi<−pnorm(x)
11 print(round(rbind(x,cdf,Phi),3))
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Caªkowanie MC

Niech I (·) b¦dzie indykatorem oraz Z ∼ N (0, 1). Wtedy dla dowolnej
staªej x mamy

E [I (Z ≤ x)] = P(Z ≤ x) = Φ(x).

Φ(x) jest dystrybuant¡ standardowego rozkªadu normalnego.

Wygeneruj prób¦ losow¡ z1, . . . , zm ze standardowego rozkªadu normal-
nego. Wtedy ±rednia z próby

Φ̂(x) =
1
m

m∑
i=1

I (zi ≤ x)

zbiega z prawdopodobie«stwem 1 do swojej warto±ci oczekiwanej E [I (Z ≤
x)] = P(Z ≤ x) = Φ(x)
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Caªkowanie MC

1 x<−seq(.1,2.5,length=10)
2 m<−10000
3 z<−rnorm(m)
4 dim(x)<−length(x)
5 p<−apply(x,MARGIN=1, FUN=function(x,z) {mean(z<x)}, z=z)
6

7 Phi<−pnorm(x)
8 print(round(rbind(x,p,Phi),3))

14 / 28



Caªkowanie MC

Wariancja θ̂ mo»e by¢ estymowana przy pomocy wzoru

σ̂2 =
1
m

m∑
i=1

[g(xi )− g(x)]2.
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Caªkowanie MC

Wyznacz wariancj¦ estymatora dystrybuanty standardowego rozkªadu nor-
malnego w punkcie 2 oraz wyznacz dla niego 95% przedziaª ufno±ci.

1 x<−2
2 m<−10000
3 z<−rnorm(m)
4 dim(x)<−length(x)
5 g<−(z<rep(x,m))
6 v<−mean((g−mean(g))^2)/m
7 cdf<−mean(g)
8

9 c(cdf,v)
10 [1] 9.771000e−01 2.237559e−06
11

12 c(cdf−1.96∗sqrt(v),cdf+1.96∗sqrt(v))
13 [1] 0.9741681 0.9800319
14

15 pnorm(2)
16 [1] 0.9772499
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Redukcja wariancji
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Redukcja wariancji

Je»eli θ̂1 i θ̂2 s¡ estymatorami parametru θ oraz Var(θ̂2) < Var(θ̂1) wtedy
procent redukcji wariancji uzyskany poprez u»ycie estymatora θ̂2 zamiast
θ̂1 wyra»a si¦ wzorem

100

(
Var(θ̂1)− Var(θ̂2)

Var(θ̂1)

)
.

18 / 28



Redukcja wariancji

Rozwa»my ±rednie dwóch zmiennych U1 i U2 pochoidz¡cych z tego samego
rozkªadu. Je»eli zmienne losowe U1 i U2 s¡ niezale»ne to

Var

(
U1 + U2

2

)
=

1
4

(Var(U1) + Var(U2)) .

W ogólnej wersji mamy

Var

(
U1 + U2

2

)
=

1
4

(Var(U1) + Var(U2) + 2Cov(U1,U2)) .

Z powy»szego faktu wynika, »e wariancja ±redniej Var
(
U1+U2

2

)
jest mniej-

sza je»eli zmienne losowe U1 i U2 s¡ ujemnie skorelowane ni» je»eli s¡
niezale»ne.
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Redukcja wariancji

Twierdzenie 1

Je»eli zmienne losowe X1, . . . ,Xn s¡ niezale»ne oraz funkcjie f i g s¡ funk-

cjami rosn¡cymi wtedy

E [f (X )g(X )] ≥ E [f (X )]E [g(X )]

Twierdzenie 2

Je»eli g = g(X1, . . . ,Xn) jest funkcj¡ monotoniczn¡, wtedy zmienne

Y = g(F−1X (U1), . . . ,F−1X (Un))

oraz

Y
′

= g(F−1X (1− U1), . . . ,F−1X (1− Un))

s¡ skorelowane ujemnie.
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Redukcja wariancji

Metoda ta jest ªatwa do zastosowania. Je»eli potrzebujemy m replikacji
Monte Carlo, nale»y utworzy¢ m

2
replikacji

Yj = g(F−1X (U
(j)
1

), . . . ,F−1X (U(j)
n ))

oraz m
2
replikacji

Y
′

= g(F−1X (1− U
(j)
1

), . . . ,F−1X (1− U(j)
n ))

gdzie U
(j)
i s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi z rozkªadu jednostajnego

na odcinku (0, 1), i = 1, . . . , n oraz j = 1, . . . ,m/2. Wtedy nasz estymator
ma posta¢

θ̂ =
1
m
{Y1 + Y

′

1
+ Y2 + Y

′

2
+ . . .+ Ym/2 + Y

′

m/2} =
2
m

m/2∑
i=1

(
Yj + Y

′

j

2

)
.
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Redukcja wariancji

Chcemy ponownie wyestymowa¢ dystrybuant¦ standardowego rozkªadu nor-
malnego przy pomocy tradycyjnej metody oraz nowej metody przedstawio-
nej na poprzednim slajdzie. Naszym celem jest parametr

θ = EU [xe−(xU)2/2],

gdzie U jest zmienn¡ losow¡ z rozkªadu jednostajnego na odcinku (0, 1).
Aby wykona¢ zadanie nale»y wyznaczy¢ prób¦ losow¡ u1, . . . , um/2 z roz-
kªadu jednostajnego na odcinku (0, 1) i policzy¢

Yj = xe−(ujx)
2/2, j = 1, . . . ,m/2

oraz
Y

′

j = xe−((1−uj )x)
2/2, j = 1, . . . ,m/2.

�rednia z próby wynosi

θ̂ =
2
m

m/2∑
j=1

(
xe−(ujx)

2/2 + xe−((1−uj )x)
2/2

2

)
.
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Redukcja wariancji

1 MC.Phi=function(x,R=10000,antithetic=TRUE) {
2 u=runif(R/2)
3 if (!antithetic) v=runif(R/2) else
4 v=1−u
5 u=c(u,v)
6 cdf=numeric(length(x))
7 for (i in 1:length(x)) {
8 g=x[i]∗exp(−(u∗x[i])^2/2)
9 cdf[i]=mean(g)/sqrt(2∗pi)+0.5

10 }
11 cdf
12 }
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Redukcja wariancji

1 m<−1000
2 MC1<−MC2<−numeric(m)
3 x<−1.95
4 for (i in 1:m) {
5 MC1[i]=MC.Phi(x,R=1000,anti=FALSE)
6 MC2[i]=MC.Phi(x,R=1000)
7 }
8

9 print(sd(MC1))
10 [1] 0.006874616
11 print(sd(MC2))
12 [1] 0.0004392972
13 print((var(MC1)−var(MC2))/var(MC1))
14 [1] 0.9959166
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Redukcja wariancji

1 x=seq(.1,2.5,length=5)
2 Phi=pnorm(x)
3 set.seed(123)
4 MC1=MC.Phi(x,anti=FALSE)
5 set.seed(123)
6 MC2=MC.Phi(x)
7 print(round(rbind(x,MC1,MC2,Phi),5))
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Redukcja wariancji
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Redukcja wariancji

1 m<−10000
2 a<− −12+6∗(exp(1)−1)
3 U<−runif(m)
4 T1<−exp(U)
5 T2<−exp(U)+a∗(U−1/2)
6

7 mean(T1)
8 [1] 1.717834
9 mean(T2)

10 [1] 1.718229
11 (var(T1)−var(T2))/var(T1)
12 [1] 0.9838606
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