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Catkowanie przy uzyciu metod Monte
Carlo



Calkowanie MC

Niech g(x) bedzie funkcja, dla ktérej chcecmy wyznaczy¢ catke fab g(x)dx
(zaktadamy, ze taka catka istnieje). Niech X bedzie zmienng losowg z
funkcja gestosci f(x), wtedy

oo

Ele(0]= [ gbaf(x)ox

— 00

Gdy dostepna jest proba losowa z rozktadu zmiennej losowej X to nieob-
cigzonym estymatorem E [g(X)] jest $rednia z préby.
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Calkowanie MC

Rozwazmy problem estymacji 0 = fo x)dx. Jesli Xq,..., Xn jest proba
losowa z rozktadu jednostajnego na odcmku (0,1) wtedy

)
x
I
3=
o
x

zbiega do E [g(X)] = 0 z prawdopodobiefistwem 1 (na podstawie Mocnego
Prawa Wielkich Liczb). Estymator Monte Carlo dla fo x)dx = gm(X).



Calkowanie MC

N o oo oA W N R

Wyznaczy¢ estymator Monte Carlo catki

1
9:/ e Xdx
0

oraz poréwnac jego warto$¢ z wartoscig rzeczywistg.

m<—10000

x< —runif(m)
theta.hat<—mean(exp(—x))
print(theta.hat)

[1] 0.6318515
print(1—exp(—1))

[1] 0.6321206
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Calkowanie MC

Aby wyznaczy¢ catke fab g(t)dt nalezy dokona¢ zamiany zmiennych tak,
aby granice catkowania byty od 0 do 1. Transformacja liniowa ma postac
t—a 1

y=1—,1 dy:b_adt.

Po zamianie zmiennych otrzymujemy catke

b 1
/ g(t)dt = / g(y(b— a) + a)(b— a)dy.
a 0

Alternatywnie mozemy zastapi¢ rozkfad jednostajny na odcinku (0, 1) przez
rozkfad jednostajny na odcinku (a, b) i wyznaczy¢ catke

b b
/g(t)dt:(b—a)/ g(t)biadt.




Calkowanie MC

N o oo oA W N R

Wyznaczy¢ estymator Monte Carlo catki

4
0:/ e Xdx
2

oraz poréwnac jego warto$¢ z wartoscig rzeczywistg.

m<—10000

x< —runif(m,min=2,max=4)
theta.hat<—mean(exp(—x))=2
print(theta.hat)

[1] 0.1173496
print(exp(—2)—exp(—4))

[1] 0.1170196
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Calkowanie MC

Ogolna metoda catkowania przy uzyciu metody Monte Carlo

1. Wygenerowa¢ niezalezne zmienne losowe Xi, ..., X, z rozktadu jed-
nostajnego na odcinku (a, b).

2. Wyznaczy¢ g(X) = Lg(X)).

3. 0= (b—a)g(X).
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Calkowanie MC

Bedziemy chcieli uzy¢ metod Monte Carlo do estymacji dystrybuanty dla
standardowego rozktadu normalnego

O(x) = / Lzﬁe*fz/zdt.

— 00

Warto zauwazy¢, ze nie mozemy bezposrednio uzy¢ algorytmu przedstawio-
nego powyzej, poniewaz dolna granica catkowania wynosi —co. Jednakze
mozemy podzieli¢ nasz problem na dwa przypadki: (i) x < 0 oraz (ii)
x > 0 oraz uzy¢ zatozenie o symetrii rozktadu normalnego do wyznaczenia
catki dla x < 0.
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Calkowanie MC

Powyzszy problem mozemy rozwigzaé poprzez generowanie zmiennych lo-
sowych z rozkfadu jednostajengo na odcinku (0, x), ale bedzie to od nas
wymagato zmiany parametru x dla kazdej réznej wartosci dystrybuanty.
tatwiej bedzie uzy¢ algorytmu, ktéry zaktada losowanie liczb z rozktadu
jednostajnego na odcinku (0, 1) dla kazdej wartosci dystrybuanty. W tym
celu musimy dokona¢ zamiany zmiennych

t
y=— i dt=xdy.
X

Wtedy mamy
1
o — / xe (2,
0

Estymatorem catki jest

é\:

er (uix)?/2.
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Calkowanie MC

Estymatory dystrybuanty:
e 0.5+ 6/v2r dla x > 0,
o d(x)=1—-d(—x) dlax<0.

x< —seq(.1,2.5,length=10)

m< 10000

u<—runif(m)
cdf=numeric(length(x))

for (i in 1:length(x)) {
g<—x[i]+exp(—(u=x[i])~2/2)
cdffi] < —mean(g)/sqrt(2+pi)+.5

© ® N O O A W N R

[
=)

Phi<—pnorm(x)
print(round(rbind(x,cdf,Phi),3))

"
=

.11 .21 .31 I[.41 [.51 I[.e1 [.71 [.81 [,2]1 [,10]
X 0.10 0.367 0.633 0.900 1.167 1.433 1.700 1.967 2.233 2.500
cdf 0.54 0.643 0.737 0.817 0.880 0.926 0.959 0.980 0.992 1.000
P'.".Ii 0.54 0.643 0.737 0.816 0.878 0.924 0.955 0.975 0.987 0.994
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Calkowanie MC

Niech /(-) bedzie indykatorem oraz Z ~ AN(0,1). Wtedy dla dowolnej
state] x mamy
E[I(Z < x)] = P(Z < x) = ¢(x).

®(x) jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Wygeneruj prébe losowa zi,...,z, ze standardowego rozktadu normal-
nego. Wtedy $rednia z préby

lzm: Z,Sx

zbiega z prawdopodobieristwem 1 do swojej wartosci oczekiwanej E[/(Z <
x)] = P(Z < x) = d(x)

S
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Calkowanie MC

x< —seq(.1,2.5,length=10)

m< —10000

z<—rnorm(m)

dim(x)<—length(x)

p<-—apply(x, MARGIN=1, FUN=function(x,z) {mean(z<x)}, z=z)

Phi<—pnorm(x)
print(round(rbind(x,p,Phi),3))

© N o ;U AW N R

11 .21 31 [,4] [.31 [,81 I[.,71] 21 [.2] [,10]
X 0.100 0.367 0.633 0.900 1.167 1.433 1.700 1.967 2.233 2.500
o 0.548 0.649 0.740 0.817 0.881 0.927 0.957 0.975 0.987 0.994
Phi 0.540 0.643 0.737 0.816 0.878 0.924 0.955 0.975 0.987 0.994
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Calkowanie MC

Wariancja 6 moze by¢ estymowana przy pomocy wzoru

7 = > llx) ~ 0P
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Calkowanie MC

Wyznacz wariancje estymatora dystrybuanty standardowego rozktadu nor-
malnego w punkcie 2 oraz wyznacz dla niego 95% przedziat ufnosci.

x<—2

m< —10000

z<—rnorm(m)
dim(x)<—length(x)
g<—(z<rep(x,m))
v<—mean((g—mean(g))~2)/m
cdf<—mean(g)

© 0 N O @G A W N R

c(cdf,v)
[1] 9.771000e—01 2.237559e—06

B
» O

I
N

c(cdf—1.96+sqrt(v),cdf+1.96xsqrt(v))
[1] 0.9741681 0.9800319

bR
P

pnorm(2)
o [1] 0.9772499

R
o



Redukcja wariancji
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Redukcja wariancji

Jezeli B i B, sa estymatorami parametru 6 oraz Var(6) < Var(6;) wtedy

~

procent redukcji wariancji uzyskany poprez uzycie estymatora 0, zamiast
01 wyraza sie wzorem

100 ( Var(al) AVar(@)) '
Var(91)
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Redukcja wariancji

Rozwazmy $rednie dwéch zmiennych U; i U, pochoidzacych z tego samego
rozktadu. Jezeli zmienne losowe U; i U, s3 niezalezne to

Var (Ul_;U2> = % (Var(U1) + Var(Us)).

W ogdlnej wersji mamy

U, + U 1
Var (1;2> 2 (Var(Un) + Var(Up) + 2Cov(Ur, 1))
Z powyzszego faktu wynika, ze wariancja sredniej Var (232) jest mniej-
sza jezeli zmienne losowe U; i U, s3 ujemnie skorelowane niz jezeli s3
niezalezne.
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Redukcja wariancji

Twierdzenie 1

Jezeli zmienne losowe X, . . .
cjami rosnagcymi wtedy

E[f(X)

, Xn S3 niezalezne oraz funkcjie f i g sa funk-

g(X)] = E[f(X)]E[g(X)]

Twierdzenie 2
Jezeli g = g(Xq,. ..
Y =g(Fx

oraz
y' = g(Fx

sa skorelowane ujemnie.

, Xn) jest funkcja monotoniczng, wtedy zmienne

YU),..., FxH(Un)

Y1—W),...,Ft (1 - Uy))
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Redukcja wariancji

Metoda ta jest tatwa do zastosowania. Jezeli potrzebujemy m replikacji
Monte Carlo, nalezy utworzy¢ 7 replikacji

Y, = g(FH(UY), ... FH(U9))

oraz 73 replikacji

’

Y = g(Ft(1 - UY),... Ft(1 - UD))

gdzie U,.(j) s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozktadu jednostajnego
na odcinku (0,1), i =1,...,norazj =1,...,m/2. Wtedy nasz estymator
ma postac

m/2 4
-~ ]_ ’ ! ! 2 J+y
9—m{Y1+Y1+Y2+Y2+~~~+Ym/2+ym/2}_mz< J)'

i=1



Redukcja wariancji

Chcemy ponownie wyestymowa¢ dystrybuante standardowego rozktadu nor-
malnego przy pomocy tradycyjnej metody oraz nowej metody przedstawio-
nej na poprzednim slajdzie. Naszym celem jest parametr

0= EU[Xe*(XU)2/2],

gdzie U jest zmienng losowa z rozktadu jednostajnego na odcinku (0, 1).
Aby wykona¢ zadanie nalezy wyznaczy¢ probe losowa ui, ..., Uy o z roz-
ktadu jednostajnego na odcinku (0,1) i policzy¢

Y, = xef(“fx)zp7 j=1,...,m/2

oraz , )
Y, = xe (1220 j=1 . m/2.

Srednia z préby wynosi

3

é\:

2
m <4 2

/2 (Xewjx)z/z n Xe((luj)x)2/2>
J

1



Redukcja wariancji

MC.Phi=function(x,R=10000,antithetic=TRUE) {
u=runif(R/2)

if ('antithetic) v=runif(R/2) else

v=1—u

u=c(u,v)

cdf=numeric(length(x))

for (i in 1:length(x)) {

g=x(]exp(—(u x[il) 2/2)
cdffi]l=mean(g)/sqrt(2+pi)+0.5

}

© ® N O O A W N R

[
=)

cdf
b

B
N R
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Redukcja wariancji

m< —1000

MC1<—~MC2<—numeric(m)

x<—1.95

for (i in 1:m) {
MC1[i]=MC.Phi(x,R=1000,anti=FALSE)
MC2[i]=MC.Phi(x,R=1000)

© ® N O oA W N R

print(sd(MC1))

[1] 0.006874616

print(sd(MC2))

[1] 0.0004392972
print((var(MC1)—var(MC2))/var(MC1))
+ [1] 0.9959166

B R R R oR
w N B O



Redukcja wariancji

N oo R W N R

x=seq(.1,2.5, length=5)

Phi=pnorm(x)

set.seed(123)
MC1=MC.Phi(x,anti=FALSE)
set.seed(123)

MC2=MC.Phi(x)
print(round(rbind(x,MC1,MC2,Phi),5))
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11 .21 3] [-4] [5]
X 0.10000 0.70000 1.30000 1.90000 2.50000
MC1 0.53983 0.75825 0.90418 0.97311 0.99594
MCZ 0.53983 0.75805 0.90325 0.97132 0.99370
Phi 0.53983 0.75804 0.90320 0.97128 0.99379
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Redukcja wariancji

© ® N O O A W N R

BB
[FI=Y

-
%)

m< —10000

a<— —1246x(exp(1)—1)
U< —runif(m)
T1<—exp(U)

T2< —exp(U)+a+(U—1/2)

mean(T1)

[1] 1.717834

mean(T2)

[1] 1.718229
(var(T1)—var(T2))/var(T1)
[1] 0.9838606
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