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TEST LOG-RANK DLA WIECEJ NIZ
DWOCH GRUP



Test log-rank dla wiecej niz dwoch grup

Rozwazmy 30 pacjentek chorych na raka szyjki macicy leczonych radiote-
rapia (grupa A) i radioterapia z dodatkowym lekiem (grupa B). Dla tych
pacjentek dodatkowo wprowadzamy zmienng okreslajaca wiek pacjentki w
momencie diagnozy. Nastepnie kobiety sa dzielone na trzy grupy zwigzane
z wiekiem, w ktérym wykryto chorobe tzn. mtode (Y) dla wieku mniej-
szego niz 50, w $rednim wieku (M) dla przedziatu wieku miedzy 50, a 60
lat oraz seniorki (S) dla kobiet u ktérych wykryto chorobe po 60 roku zycia.

Test log-rank dla powyzszego przyktadu bedzie miat postac:

(Ov — Em)® n (0s — Es)?

2
2 (Oy — Ey)
XLR = EY + EM E5

W ogdélnym przypadku test log-rank bedzie miat postac:

G 2
O, — E
e = Z% ~XEs
_ g
g=1



Test log-rank dla wiecej niz dwoch grup

Control A New Therapy B
Patient Age Age Survival Patient Age Age Survival
number (years) group (days) number (years) group (days)
- 64 S 1037 1 63 S 1476 +
4 69 S 1429 3 43 Y 827
8 38 X 680 7 27 X 519+
6 53 M 291 8 74 S 1100+
9 61 S 1577+ 10 63 S 1307
11 59 M 90 12 39 Y 1360+
14 58 M 1090+ 13 70 S 919+
15 56 M 142 16 68 S 373
17 65 S 1297 18 69 S 563 +
19 48 ¥ 1113+ 21 73 S 978 +
20 45 & 1153 22 58 M 650+
23 55 M 150 25 55 M 362
24 58 M 837 27 58 M 383+
26 49 Y 890+ 28 45 Y 272
29 43 X 269
30 42 Y 468 +

Rysunek 1: 30 pacjentek chorych na raka szyjki macicy leczonych radioterapia
(grupa A) i radioterapia z dodatkowym lekiem (grupa B) z podziatem na wiek,

w ktérym wykryto chorobe.
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Test log-rank dla wiecej niz dwoch grup

S (t)

0 1 1

60+ years

<50 years
|

0 1 2 3 4

Rysunek 2: Krzywe przezycia Kaplana-M

Years

eiera dla 30 pacjentek chorych na raka

szyjki macicy podzielonych ze wzgledu na wiek, w ktérym wykryto chorobe.
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Test log-rank dla wiecej niz dwoch grup

Time t =90

Agegroup Dead Alive Total Oyy Oye Osg Eyso Ey Esg

Yqung 0 10 10 0 1 0 0.333333  0.300000 0.366667
Middle 1 8 9

Senior 0 11 11

Total 1 29 30

Time t

Agegroup Dead Alive Total Oy, O, Oy Ey, Ew Eg

KE‘SS{Z g: :: :. a, b, ¢ rm/N, rn/N, rl/N,
Senior (i £ i

Total ) & N,

Rysunek 3: Przyktad obliczen obserwowanych i oczekiwanych $mierci w 90 dniu
po wykryciu choroby dla 30 pacjentek chorych na raka szyjki macicy podzielonych
ze wzgledu na wiek, w ktérym wykryto chorobe.
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Test log-rank dla wiecej niz dwoch grup

Patient Survival (days)
Vet M §

number Rank Dead Alive Totl E E,
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M et
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Rysunek 4: Wyznaczanie testu log-rank dla 30 pacjentek chorych na raka szyjki
macicy podzielonych ze wzgledu na wiek, w ktérym wykryto chorobe.
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Test log-rank dla wiecej niz dwoch grup

Patient Survival (days)
number Rank Y M S Dead Alive Total  Ey E« K
3 15w i 45 0312500 0125000 0562500
Mgz OWIEIE Y302
$7 v i 9
)
u 1 87 Y 0 4 4 0266667 0133333 0600000
M1 b S
it it slgmevoy
SR gk ny
261 890+
BB 9194
)y 978+
20 07 Y 0 33 0272727 0090909 03364
M 0 1 1
§.501 AR
A s o1
u 2 1090+
e 100+
¥ B uBs
0 u usB Yrob 12 028574 0.000000 0714286
s B
I el
1 6T
ey 1297 0 11 0166667 0.000000 0833333
M Eiguirt b’ Clp
1 41 38
1 5 6
0 2% 7Y 0 11 0200000 0000000 0800000
M0 7 HO
sH 3 4
1 45
227 130
+ 0=» M9 Y 0 0 0 0000000 0.000000 1000000
T el it
1 Dy
1 : ]
1028 1476+
9 1577+
Totals Ey=4610203 Ey =2367988 E,=9.021806
0y=5 Ou=6 0,5
ny=10 =9 =11

Rysunek 5: Wyznaczanie testu log-rank dla 30 pacjentek chorych na raka szyjki

macicy podzielonych ze wzgledu na wiek, w ktérym wykryto chorobe. o) s



Test log-rank dla wiecej niz dwoch grup

» _ (5—4.610203)2 (6 —2.367988)% (5 — 9.021806)>
XLR = "47610203 2.367988 0.021806

=7.40

Kwantyl rzedu 0.95 z rozkfadu X3 wynosi 5.991465. Natomiast p-warto$¢
wynosi 0.025 co sugeruje, ze réznice pomiedzy krzywymi przezycia dla
powyzszych trzech grup s statystycznie istotne.
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TEST MANTELA-HAENSZELA DLA
WIECEJ NIZ DWOCH GRUP



Test Mantela-Haenszela dla wiecej niz dwoéch grup

Statystyka Mantela-Haenszela dla dwéch grup moze byé¢ przedstawiona w
nastepujacy sposéb:

i dv—td
XMH = vV )
gdzie d = (O; — E;) dla grupy A lub grupy B, a V = 2o meneris:

N.(N;—1)
Wystarczy wzia¢ d tylko dla jednej grupy poniewaz wyrazenia te sg sy-
metryczne i réznig sie tylko znakiem tzn. dg = —da. Jesli wartodci te
podniesiemy do kwadratu to sa one identyczne. Dodatkowo miedzy wy-
stapieniami zgondéw w grupie A (a;) i B (b;) wystepuje kowariancja, ktéra
mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

MeNeFeSe

COV(at, bt) = —m

Minus w powyzszym wzorze wynika z tego, ze jezeli zwiekszymy a; o jeden
i jednocze$nie zachowamy te same warto$ci brzegowe my, n;, r; i s; to
warto$¢ by musi zmalec o jeden.
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Test Mantela-Haenszela dla wiecej niz dwoéch grup

Dla trzech grup (G = 3) beda potrzebne wariancje i kowariancje dla kazdej
pary a;, by i ¢; . Jednocze$nie jezeli zwiekszymy a; o jeden i zachowamy
te same wartosci brzegowe my, ny, Iy, ry i s; to mamy wyb6r, ktéra wartosé
zmniejszy€ b; i ¢;.

Uzywajac oznaczen z Rysunku (3) mamy:

mt(nt + /t)rtst

Var(a;)= Ne(N; — 172

Var(by)= "M 1)

Var(c,) =
Cov/(by, ct)—,\m

Wartosci Cov(ay, ¢;) i Cov(as, by) uzyskujemy z podobnych wzoréw.
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Test Mantela-Haenszela dla wiecej niz dwoéch grup

Catkowite wartosci wariancji i kowariancji dla grup A, B i C wyznacza sie
poprzez sume wariancji i kowariancji we wszystkich punktach czasu dla
ktérych wystapito zdarzenie.

Dla zwieztosci catkowite wariancje i kowariancje oznaczymy przez Var(A),
Var(B), Var(C), Cov(A, B), Cov(A, C)i Cov(B, C). Test Mantela - Ha-
enszela wymaga tylko dwéch grup wiec dla wygody wybierzmy grupe A
i B. Do opisu struktury kowariancji miedzy tymi grupami mozemy wtedy
uzy¢ postaci macierzowej:

Var(A) Cov(A, B)

V= Cov(B,A) Var(B)
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Test Mantela-Haenszela dla wiecej niz dwoéch grup

Teraz potrzebujemy macierzy dla korespondujacych z macierza V' réznic
dA:OA—EAidB:OB—EBZ

da
=[]
Ostatecznie statystyka Mantela-Haenszela ma posta¢:
Xim =d"V7ld

Powyzszy wz6r mozna uogdlni¢ na G grup. Wtedy d bedzie miat G — 1
wierszy, natomiast macierz V bedzie macierza (G — 1) x (G —1).
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Test Mantela-Haenszela dla wiecej niz dwoéch grup

Niech A bedzie macierzg kwadratowa, wtedy macierz B jest macierza od-
wrotng do A jesli
AB=BA =1

Dla macierzy nieosobliwej A mamy

AD
A=—
detA’

gdzie AP jest transponowana macierza dopetnien algebraicznych do ma-
cierzy A.
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Test Mantela-Haenszela dla wiecej niz dwoéch grup

Macierz odwrotna do macierzy V ma postac

[ Var(B)/M —Cov(A,B)/M
-~ |=Cov(B,A)/M  Var(A)M ’

V—l
gdzie M = Var(A)Var(B) — [Cov(A, B)]?. | ostatecznie mamy:
Xin=dV'd

=[d3 Var(B) — dadg Cov(A, B) — dgdaCov(A, B) + dg Var(A)] /M
=[d3 Var(B) — 2dadg Cov(A, B) + d3 Var(A)] /M
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WSTEP DO MODELU
PROPORCJONALNEGO HAZARDU
COX'A



Model Cox’a

log {-log [S(t)]}

1 Non metastatic
2 Metastatic

Rysunek 6: Wykres log {— log [S:]} wzgledem log t dla 304 pacjentéw chorych na
raka ptuc (NSCLC) u ktérych zdiagnozowano przerzuty badz ich brak. Pacjenci

byli leczeni radioterapia.

log t
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Model Cox’a

log {-log [S(t)]}

1 Limited disease

2 Extensive disease

log t

Rysunek 7: Wykres log {— log [S:]} wzgledem logt dla pacjentéw chorych na
raka ptuc (SCLC) z podziatem na pacjentéw z rozlegtym i ograniczonym rakiem
ptuc. Pacjenci byli leczeni chemioterapia.
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Model Cox’a

Podczas prowadzenia badan na grupie ludzi chorych na raka mézgu chcie-
libySmy uzalezni¢ dtugos¢ ich przezycia od wielu czynnikéw m.in. wiek,
przyjmowane lekarstwa lub stadium choroby. Aby to uczyni¢ wygodne jest
zdefiniowanie $redniej funkcji hazardu dla pacjentéw z rakiem mézgu Ao (t).
Nastepnie mozemy okresli funkcje hazardu dla pojedynczego pacjenta z ra-
kiem mézgu A(t). Dla funkcji A\g(t) i A(t) mamy zaleznos¢:

A(t) = h(t)Ao(t)
lub A(H)
t
h(t) = .
Jesli h(t) = h to méwimy, ze funkcja relatywnego hazardu h(t) nie zalezy

od czasu t. Innymi stowy méwimy, ze funkcje Ao(t) i A(t) sa proporcjo-
nalne.
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Model Cox’a

Model proporcjonalnego hazardu Cox'a:

@ czesto stosowana technika statystycznej analizy danych przezycia;

@ pozwala na wyizolowanie zmiennych objasniajacych (niezaleznych) ma-
jacych wptyw na prognoze "failure time";

@ mozna stosowaé nawet jezeli zmienna zalezna nie ma rozktadu nor-
malnego oraz obserwacje s3 cenzurowane lub wykluczane.
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Model Cox’a

Posta¢ modelu:

Aty xa(t), xa(t), ..., xa(t)) = Ao(t) exp (Bixa(t) + ... + Baxn(t)),

gdzie
o A(t,x1(t),xa(t),...,xn(t))) - funkcja hazardu w momencie t przy n
zmiennych objasniajacych (zmienne objasniajace moga by¢ zaréwno
typu ciagtego jak i dyskretnego);
@ )\o(t) - nieujemna funkcja hazardu odniesienia (hazard bazowy);
o funkcja \o(t) nie zalezy od zadnego parametru, jedynie od czasu t;

o exp (Bixi(t) + ...+ Baxa(t)) - log-liniowa funkcja zalezna jedynie od
zmiennych objasniajacych.
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Model Cox’a

Z postaci funkcji hazardu wynikaja nastepujace wtasciwosci:
o funkcja hazardu przyjmuje wartosci wieksze od 0;

e model Cox’a jest nieparametryczny, tzn. nie ma konieczno$ci zatoze-
nia z géry pewnego rozktadu zmiennej zaleznej.
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Model Cox’a

Zalety modelu Cox'a:

o zafozenie proporcjonalnosci hazardu: zaktada sie, ze dla dwdch ob-
serwacji o réznych wartosciach dla zmiennych objasniajagcych x =
(X1, yxn) i & = (X1,...,%,), stosunek funkcji hazardu dla tych
dwéch obserwacji nie zalezy bezposrednio od czasu, a jedynie od
zmiennych objasniajacych, tzn.

A(t; Xl(t)ﬂ ce aXn(t)) —
A(t, %1(t), ..., Xa(1))
=exp(B1(xa(t) = £u(1)) + ... + Ba(xn(t) — %n(1)))
Oznacza to, ze jezeli przypatrujemy sie dwém niezwigzanym ze sobga

obiektom w tym samym czasie, to réznice w natezeniu zdarzenh s
zalezne od rdéznic miedzy zmiennymi objasniajacymi.
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Model Cox’a

@ znajac wspdtczynniki §; jesteSmy w stanie, bez jakiejkolwiek wiedzy
o hazardzie bazowym, okresli¢ wrazliwos¢ funkcji hazardu na zmiany
J-tej cechy. Mianowicie, gdy j-ta zmienna wzrosnie o jednostke (a
pozostate beda bez zmian), to funkcja hazardu wzrosnie o exp (5;)
razy.

o taka posta¢ A(t) pozwala na estymacje wspétczynnikéw 3; przy mini-
malnych zatozeniach dla hazardu bazowego.
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Model Cox’a

Zaktadajac, ze Ao(t) jest dowolne nie mozemy dostaé zadnych informacji
o wspoétczynnikach §; na podstawie badan okreséw, w ktérych nie za-
szto zadne zdarzenie, poniewaz w tych przedziatach funkcja Ag(t) moze
by¢ réwna 0. Dlatego musimy rozwaza¢ prawdopodobiefstwa warunkowe:
P(T = t|R(ti)) wystapienia zdarzenia w momencie t;) na zbiorze
R(t(iy) wszystkich takich obserwacji, dla ktérych “failure time” lub “czas
ocenzurowania” jest co najmniej réwny t;).
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Model Cox’a

Funkcja wiarygodnosci:

_ _ P(MT=tp)T>t)
P(T = t(i)|R(t(i)))*Zj6Ri BT =t T = 1)~
__ Muypxp) e (Bx)
ZjeR,- Aty X)) ZjeR,- exp (8x(j))
_ exp (51X(j)1 +...+ an(j)n)
ZjeR,- exp (le(j)l +...+ ﬂnX(j),.,y

gdzie x(j) to j-ta obserwacja, ktorej "failure time"przypadt na czas t;.
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Model Cox’a

Znajdujac maksimum funkgji log-wiarygodnosci mozna wyznaczy¢ estyma-
tor wspétczynnikéw f3;.

k k
L(B) = Bxpy— Y log | > exp(Bx()
i=1 i=1

JER;

gdzie i = 1,..., k to wszystkie momenty wystapienia zdarzenia.
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PAKIET R




Pakiet R

library(survival)

data(stanford2)

attach(stanford?2)

plot(survfit(Surv(time,status) "1),xlab="dni",lwd=2)

AW N R

ristwo przezycia

T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
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Pakiet R

© N o ¢ A W N R

ql=quantile(age,0.33)

gq2=quantile(age,0.66)

age2=rep(2,184)

age2[age<ql]=1

age2[age>q2]=3
model=survfit(Surv(time,status) “age2)
plot(model)
plot(model,lwd=2,col=c("blue","red","black"))

T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

T
3500
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Pakiet R

1 survdiff(Surv(time,status) ~age2)

call:
survdiff(formula = surv(time, status) ~ age2)

N Observed Expected (0- E)AZfE (0-E)A2/W

age2=1 60 31 38.3 2.10
age2=2 70 38 46.6 1.60 2.74
age2=3 54 44 28.1 9.02 12.13

Chisg= 12.1 on 2 degrees of freedom, p= 0.00233
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Pakiet R

1 model=coxph(Surv(time,status)~age+t5)
2 summary(model)

call:
coxph(formula = surv(time, status) ~ age + t35)

n= 157, number of events= 102
(27 observations deleted due to missingness)

coef exp(coef) se(coef) z Pri>|zl)
age 0.02961 1.03006 0.01136 2.608 0.00911 **
t5 0.17041 1.18579 0.18326 0.930 0.35243

signif. codes: 0 ****’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 * ' 1
exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

age 1.020 0.9708 1.007 1.053

t5 1.186 0.8433 0.828 1.698

Concordance= 0.59 (se = 0.031 )

Rsquare= 0.053 (max possible= 0.997 )
Likelihood ratio test= 8.47 on 2 df, p=0.01449
wald test 7.81 on 2 df, p=0.02018
score (logrank) test 7.87 on 2 df, p=0.0195
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Python

from lifelines import *

import kaplammeier as km

from lifelines.plotting import add at risk counts
import matplotlib.pyplot as plt

df = km.example_data()
time = df['time']
event = df['Died']
groups = df['group']

groups[::3] = 3

il = (groups — 1)

i2 = (groups == 2Z)

i3 = (groups == 3)

print (groups)

plt.figure (figsize = (10, 10))

kmf = RaplanMeierFitter()

kmf.fit (time[il], event cbserved = event[il], label = 'group = 1')
Jmf.plot()

kmf.fit (time[i2], event cbserved = event[i2], label = 'group = 2')
knf.plot ()

kmf.fit(time[i3], event_cbserved = event[i3], label = 'group = 3')
knf.plot ()

plt.show()
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Rysunek 8: Trzy krzywe przezycia na jednym wykresie w Pythonie.
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cox = CoxPHFitter()
cox.fit(df, '"time', event col = 'Died')
cox.print_ summary ()

Rysunek 9: Model Cox'a w Pythonie.
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Python

model lifelines.CoxPHFitter

duration col time’

event col Died

baseline estimation breslow
number of observations 180
number of events observed 67
partial log-likelihood -291.76

time fit was run  2020-10-21 13:47:17 UTC

coef explcoef) se(coef) coeflower95% coefupper95% exp{coef)lower95% exp(coef)upper95% z p -log2ip)

group 0.28 147 0.15 0.10 0.67 1.10 195 262 0.01 6.85
Concordance 0.60
Partial AIC 585.52

log-likelihood ratio test  7.02 on 1 df

-log2(p) of ll-ratio test 6.96

Rysunek 10: Wyniki w modelu Cox'a w Pythonie.
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