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TEST LOG-RANK DLA WI�CEJ NI�
DWÓCH GRUP
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Test log-rank dla wi¦cej ni» dwóch grup

Rozwa»my 30 pacjentek chorych na raka szyjki macicy leczonych radiote-
rapi¡ (grupa A) i radioterapi¡ z dodatkowym lekiem (grupa B). Dla tych
pacjentek dodatkowo wprowadzamy zmienn¡ okre±laj¡c¡ wiek pacjentki w
momencie diagnozy. Nast¦pnie kobiety s¡ dzielone na trzy grupy zwi¡zane
z wiekiem, w którym wykryto chorob¦ tzn. mªode (Y) dla wieku mniej-
szego ni» 50, w ±rednim wieku (M) dla przedziaªu wieku mi¦dzy 50, a 60
lat oraz seniorki (S) dla kobiet u których wykryto chorob¦ po 60 roku »ycia.

Test log-rank dla powy»szego przykªadu b¦dzie miaª posta¢:

χ2LR =
(OY − EY )

2

EY
+

(OM − EM)2

EM
+

(OS − ES)
2

ES

W ogólnym przypadku test log-rank b¦dzie miaª posta¢:

χ2LR =
G∑

g=1

(Og − Eg )
2

Eg
∼ χ2G−1
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Test log-rank dla wi¦cej ni» dwóch grup

Rysunek 1: 30 pacjentek chorych na raka szyjki macicy leczonych radioterapi¡
(grupa A) i radioterapi¡ z dodatkowym lekiem (grupa B) z podziaªem na wiek,
w którym wykryto chorob¦.
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Test log-rank dla wi¦cej ni» dwóch grup

Rysunek 2: Krzywe prze»ycia Kaplana-Meiera dla 30 pacjentek chorych na raka
szyjki macicy podzielonych ze wzgl¦du na wiek, w którym wykryto chorob¦.
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Test log-rank dla wi¦cej ni» dwóch grup

Rysunek 3: Przykªad oblicze« obserwowanych i oczekiwanych ±mierci w 90 dniu
po wykryciu choroby dla 30 pacjentek chorych na raka szyjki macicy podzielonych
ze wzgl¦du na wiek, w którym wykryto chorob¦.

7 / 40



Test log-rank dla wi¦cej ni» dwóch grup

Rysunek 4: Wyznaczanie testu log-rank dla 30 pacjentek chorych na raka szyjki
macicy podzielonych ze wzgl¦du na wiek, w którym wykryto chorob¦.
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Test log-rank dla wi¦cej ni» dwóch grup

Rysunek 5: Wyznaczanie testu log-rank dla 30 pacjentek chorych na raka szyjki
macicy podzielonych ze wzgl¦du na wiek, w którym wykryto chorob¦.
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Test log-rank dla wi¦cej ni» dwóch grup

χ2LR =
(5− 4.610203)2

4.610203
+

(6− 2.367988)2

2.367988
+

(5− 9.021806)2

9.021806
= 7.40

Kwantyl rz¦du 0.95 z rozkªadu χ2
2
wynosi 5.991465. Natomiast p-warto±¢

wynosi 0.025 co sugeruje, »e ró»nice pomi¦dzy krzywymi prze»ycia dla
powy»szych trzech grup s¡ statystycznie istotne.

10 / 40



TEST MANTELA-HAENSZELA DLA
WI�CEJ NI� DWÓCH GRUP
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Test Mantela-Haenszela dla wi¦cej ni» dwóch grup

Statystyka Mantela-Haenszela dla dwóch grup mo»e by¢ przedstawiona w
nast¦puj¡cy sposób:

χ2MH =
d2

V
= dV−1d ,

gdzie d = (Oi − Ei ) dla grupy A lub grupy B, a V =
∑

t mtnt rtst
Nt(Nt−1)2 .

Wystarczy wzi¡¢ d tylko dla jednej grupy poniewa» wyra»enia te s¡ sy-
metryczne i ró»ni¡ si¦ tylko znakiem tzn. dB = −dA. Je±li warto±ci te
podniesiemy do kwadratu to s¡ one identyczne. Dodatkowo mi¦dzy wy-
st¡pieniami zgonów w grupie A (at) i B (bt) wyst¦puje kowariancja, któr¡
mo»na wyznaczy¢ ze wzoru:

Cov(at , bt) = −
mtntrtst

Nt(Nt − 1)2
.

Minus w powy»szym wzorze wynika z tego, »e je»eli zwi¦kszymy at o jeden
i jednocze±nie zachowamy te same warto±ci brzegowe mt , nt , rt i st to
warto±¢ bt musi zmale¢ o jeden.
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Test Mantela-Haenszela dla wi¦cej ni» dwóch grup

Dla trzech grup (G = 3) b¦d¡ potrzebne wariancje i kowariancje dla ka»dej
pary at , bt i ct . Jednocze±nie je»eli zwi¦kszymy at o jeden i zachowamy
te same warto±ci brzegowe mt , nt , lt , rt i st to mamy wybór, któr¡ warto±¢
zmniejszy¢ bt i ct .

U»ywaj¡c oznacze« z Rysunku (3) mamy:

Var(at)=
mt(nt + lt)rtst
Nt(Nt − 1)2

Var(bt)=
nt(mt + lt)rtst
Nt(Nt − 1)2

Var(ct)=
lt(nt +mt)rtst
Nt(Nt − 1)2

Cov(bt , ct)=−
nt ltrtst

Nt(Nt − 1)2

Warto±ci Cov(at , ct) i Cov(at , bt) uzyskujemy z podobnych wzorów.
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Test Mantela-Haenszela dla wi¦cej ni» dwóch grup

Caªkowite warto±ci wariancji i kowariancji dla grup A, B i C wyznacza si¦
poprzez sum¦ wariancji i kowariancji we wszystkich punktach czasu dla
których wyst¡piªo zdarzenie.

Dla zwi¦zªo±ci caªkowite wariancje i kowariancje oznaczymy przez Var(A),
Var(B), Var(C ), Cov(A,B), Cov(A,C ) i Cov(B,C ). Test Mantela - Ha-
enszela wymaga tylko dwóch grup wi¦c dla wygody wybierzmy grup¦ A
i B. Do opisu struktury kowariancji mi¦dzy tymi grupami mo»emy wtedy
u»y¢ postaci macierzowej:

V =

[
Var(A) Cov(A,B)

Cov(B,A) Var(B)

]
.
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Test Mantela-Haenszela dla wi¦cej ni» dwóch grup

Teraz potrzebujemy macierzy dla koresponduj¡cych z macierz¡ V ró»nic
dA = OA − EA i dB = OB − EB :

d =

[
dA
dB

]
.

Ostatecznie statystyka Mantela-Haenszela ma posta¢:

χ2MH = d
T
V
−1
d

Powy»szy wzór mo»na uogólni¢ na G grup. Wtedy d b¦dzie miaª G − 1
wierszy, natomiast macierz V b¦dzie macierz¡ (G − 1)× (G − 1).
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Test Mantela-Haenszela dla wi¦cej ni» dwóch grup

Niech A b¦dzie macierz¡ kwadratow¡, wtedy macierz B jest macierz¡ od-
wrotn¡ do A je±li

AB = BA = I

Dla macierzy nieosobliwej A mamy

A =
AD

detA
,

gdzie AD jest transponowan¡ macierz¡ dopeªnie« algebraicznych do ma-
cierzy A.
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Test Mantela-Haenszela dla wi¦cej ni» dwóch grup

Macierz odwrotna do macierzy V ma posta¢

V
−1 =

[
Var(B)/M −Cov(A,B)/M

−Cov(B,A)/M Var(A)M

]
,

gdzie M = Var(A)Var(B)− [Cov(A,B)]2. I ostatecznie mamy:

χ2MH=d
T
V
−1
d

=
[
d2

AVar(B)− dAdBCov(A,B)− dBdACov(A,B) + d2

BVar(A)
]
/M

=
[
d2

AVar(B)− 2dAdBCov(A,B) + d2

BVar(A)
]
/M
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WST�P DO MODELU
PROPORCJONALNEGO HAZARDU

COX'A
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Model Cox'a

Rysunek 6:Wykres log {− log [St ]} wzgl¦dem log t dla 304 pacjentów chorych na
raka pªuc (NSCLC) u których zdiagnozowano przerzuty b¡d¹ ich brak. Pacjenci
byli leczeni radioterapi¡.
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Model Cox'a

Rysunek 7: Wykres log {− log [St ]} wzgl¦dem log t dla pacjentów chorych na
raka pªuc (SCLC) z podziaªem na pacjentów z rozlegªym i ograniczonym rakiem
pªuc. Pacjenci byli leczeni chemioterapi¡.
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Model Cox'a

Podczas prowadzenia bada« na grupie ludzi chorych na raka mózgu chcie-
liby±my uzale»ni¢ dªugo±¢ ich prze»ycia od wielu czynników m.in. wiek,
przyjmowane lekarstwa lub stadium choroby. Aby to uczyni¢ wygodne jest
zde�niowanie ±redniej funkcji hazardu dla pacjentów z rakiem mózgu λ0(t).
Nast¦pnie mo»emy okre±li funkcj¦ hazardu dla pojedynczego pacjenta z ra-
kiem mózgu λ(t). Dla funkcji λ0(t) i λ(t) mamy zale»no±¢:

λ(t) = h(t)λ0(t)

lub

h(t) =
λ(t)

λ0(t)
.

Je±li h(t) = h to mówimy, »e funkcja relatywnego hazardu h(t) nie zale»y
od czasu t. Innymi sªowy mówimy, »e funkcje λ0(t) i λ(t) s¡ proporcjo-
nalne.
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Model Cox'a

Model proporcjonalnego hazardu Cox'a:

cz¦sto stosowana technika statystycznej analizy danych prze»ycia;

pozwala na wyizolowanie zmiennych obja±niaj¡cych (niezale»nych) ma-
j¡cych wpªyw na prognoz¦ "failure time";

mo»na stosowa¢ nawet je»eli zmienna zale»na nie ma rozkªadu nor-
malnego oraz obserwacje s¡ cenzurowane lub wykluczane.
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Model Cox'a

Posta¢ modelu:

λ(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) = λ0(t) exp (β1x1(t) + . . .+ βnxn(t)),

gdzie

λ(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t))) - funkcja hazardu w momencie t przy n
zmiennych obja±niaj¡cych (zmienne obja±niaj¡ce mog¡ by¢ zarówno
typu ci¡gªego jak i dyskretnego);

λ0(t) - nieujemna funkcja hazardu odniesienia (hazard bazowy);

funkcja λ0(t) nie zale»y od »adnego parametru, jedynie od czasu t;

exp (β1x1(t) + . . .+ βnxn(t)) - log-liniowa funkcja zale»na jedynie od
zmiennych obja±niaj¡cych.
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Model Cox'a

Z postaci funkcji hazardu wynikaj¡ nast¦puj¡ce wªa±ciwo±ci:

funkcja hazardu przyjmuje warto±ci wi¦ksze od 0;

model Cox'a jest nieparametryczny, tzn. nie ma konieczno±ci zaªo»e-
nia z góry pewnego rozkªadu zmiennej zale»nej.
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Model Cox'a

Zalety modelu Cox'a:

zaªo»enie proporcjonalno±ci hazardu: zakªada si¦, »e dla dwóch ob-
serwacji o ró»nych warto±ciach dla zmiennych obja±niaj¡cych x =
(x1, . . . , xn) i x̃ = (x̃1, . . . , x̃n), stosunek funkcji hazardu dla tych
dwóch obserwacji nie zale»y bezpo±rednio od czasu, a jedynie od
zmiennych obja±niaj¡cych, tzn.

λ(t, x1(t), . . . , xn(t))

λ(t, x̃1(t), . . . , x̃n(t))
=

=exp(β1(x1(t)− x̃1(t)) + . . .+ βn(xn(t)− x̃n(t)))

Oznacza to, »e je»eli przypatrujemy si¦ dwóm niezwi¡zanym ze sob¡
obiektom w tym samym czasie, to ró»nice w nat¦»eniu zdarze« s¡
zale»ne od ró»nic mi¦dzy zmiennymi obja±niaj¡cymi.
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Model Cox'a

znaj¡c wspóªczynniki βj jeste±my w stanie, bez jakiejkolwiek wiedzy
o hazardzie bazowym, okre±li¢ wra»liwo±¢ funkcji hazardu na zmiany
j-tej cechy. Mianowicie, gdy j-ta zmienna wzro±nie o jednostk¦ (a
pozostaªe b¦d¡ bez zmian), to funkcja hazardu wzro±nie o exp (βj)
razy.

taka posta¢ λ(t) pozwala na estymacj¦ wspóªczynników βj przy mini-
malnych zaªo»eniach dla hazardu bazowego.
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Model Cox'a

Zakªadaj¡c, »e λ0(t) jest dowolne nie mo»emy dosta¢ »adnych informacji
o wspóªczynnikach βj na podstawie bada« okresów, w których nie za-
szªo »adne zdarzenie, poniewa» w tych przedziaªach funkcja λ0(t) mo»e
by¢ równa 0. Dlatego musimy rozwa»a¢ prawdopodobie«stwa warunkowe:
P(T = t(i)|R(t(i))) wyst¡pienia zdarzenia w momencie t(i) na zbiorze
R(t(i)) wszystkich takich obserwacji, dla których �failure time� lub �czas
ocenzurowania� jest co najmniej równy t(i).
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Model Cox'a

Funkcja wiarygodno±ci:

P(T = t(i)|R(t(i)))=
P(T = t(i)|T ≥ t(i))∑

j∈Ri
P(T = t(j)|T ≥ t(j))

=

=
λ(t(i), x(i))∑

j∈Ri
λ(t(j), x(j))

=
exp (βx(i))∑

j∈Ri
exp (βx(j))

=

=
exp (β1x(j)1 + . . .+ βnx(j)n)∑

j∈Ri
exp (β1x(j)1 + . . .+ βnx(j)n)

,

gdzie x(j) to j-ta obserwacja, ktorej "failure time"przypadª na czas t(i).
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Model Cox'a

Znajduj¡c maksimum funkcji log-wiarygodno±ci mo»na wyznaczy¢ estyma-
tor wspóªczynników βj .

L(β) =
k∑

i=1

βx(i) −
k∑

i=1

log

∑
j∈Ri

exp(βx(j))


gdzie i = 1, . . . , k to wszystkie momenty wyst¡pienia zdarzenia.
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PAKIET R
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Pakiet R

1 library(survival)
2 data(stanford2)
3 attach(stanford2)
4 plot(surv�t(Surv(time,status)~1),xlab="dni",lwd=2)
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Pakiet R

1 q1=quantile(age,0.33)
2 q2=quantile(age,0.66)
3 age2=rep(2,184)
4 age2[age<q1]=1
5 age2[age>q2]=3
6 model=surv�t(Surv(time,status)~age2)
7 plot(model)
8 plot(model,lwd=2,col=c("blue","red","black"))
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Pakiet R

1 survdi�(Surv(time,status)~age2)
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Pakiet R

1 model=coxph(Surv(time,status)~age+t5)
2 summary(model)
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Python
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Python

Rysunek 8: Trzy krzywe prze»ycia na jednym wykresie w Pythonie.
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Python

Rysunek 9: Model Cox'a w Pythonie.
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Python

Rysunek 10: Wyniki w modelu Cox'a w Pythonie.
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