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Wstęp

1. Równanie regresji liniowej

2. Estymacja współczynników prostej regresji

• metoda najmniejszych kwadratów

• ważona metoda najmniejszych kwadratów
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• regresja wieloraka

• wielomiany

• regresja logarytmiczna
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elementy równania regresji



Równanie regresji

próba danych

MASA

CIAŁA

ZAW. 

TŁUSZCZU

89 28

88 27

66 24

59 23

93 29

73 25

82 29

77 25

100 30

67 23

1. Regresja liniowa = wyznaczenie prostej, która pozwala na 
predykcję wartości zmiennej Y na podstawie znajomości 
zmiennej X

2. Zmienna niezależna (X)

• Dokładnie znane wartości / wartości eksperymentalne

3. Zmienna zależna (Y)

• Zakładamy błąd pomiarowy
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Równanie regresji

próba danych
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Równanie regresji

elementy równania regresji: wyraz wolny
Intercept
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Równanie regresji

elementy równania regresji: wyraz wolny
Intercept

5

10

15

20

25

30

0 25 50 75 100

masa ciała

z
a

w
. 

tł
u

s
z
c

z
u

Copyright ©2021 Joanna Szyda 



Równanie regresji

elementy równania regresji: gradient
Slope
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Równanie regresji

elementy równania regresji: gradient
Slope
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yi-yi-1
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Równanie regresji

elementy równania regresji: gradient
Slope
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≈ 0

Brak zależności

gradient = 0

> 0

Zmiany w tym 
samym kierunku

gradient > 0

< 0

Zmiany w różnych 
kierunkach

gradient < 0

przykłady

O ile zmieni się wartość zmiennej zależnej jeżeli zmienna niezależna wzrośnie o 1
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Równanie regresji

elementy równania regresji: błąd
Error, Residual
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Równanie regresji

elementy równania regresji: błąd
Error, Residual
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Równanie regresji

elementy równania regresji: błąd
Error, Residual
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Wartość zaobserwowana (y)

observed value

Wartość przewidziana (ŷ)

predicted value
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Równanie regresji

elementy równania regresji

Zmienna zależna

Dependent variable

Zmienna niezależna

Independent variable

wyraz wolny gradient
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y = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝑒

błąd



Równanie regresji

elementy równania regresji

Zmienna zależna

Left Hand Side

LHS

Zmienna niezależna

Right Hand Side

RHS
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y = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝑒



Równanie regresji

elementy równania regresji

Komponent systematyczny

𝛽0 + 𝛽1𝑥
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y = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝑒

Komponent losowy

𝑒~𝑁 0, 𝜎𝑒
2



Równanie regresji

elementy równania regresji

masa_ciała19.057.11tluszcz +=

Zmienna zależna Zmienna niezależna

wyraz wolny gradient

Co mówią nam poszczególne wartości?
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estymacja współczynników równania regresji



Metoda najmniejszych kwadratów

Jak wyznaczyć parametry równania regresji ?

Tak aby odległości obserwacji od prostej były jak najmniejsze →
metoda najmniejszych kwadratów 
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y = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝑒



Metoda najmniejszych kwadratów
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Metoda najmniejszych kwadratów

( ) ( ) 
==

+−=−
N

i

ii

N

i

ii xyyy
1

2

10

1

2
ˆ 

( )  ( ) 
00

1

1

2

10

0

1

2

10

=


+−

=


+− 
==








N

i

ii

N

i

ii xy

i

xy

( ) ( ) 0202
1

10

1

10 =−−−=−−− 
==

N

i

iii

N

i

ii xyxixy 

Copyright ©2021 Joanna Szyda 



Metoda najmniejszych kwadratów

xy 10  +=
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Ważona metoda najmniejszych kwadratów

Jak wyznaczyć parametry równania regresji jeżeli zmienna 
zależna y mierzona jest ze zróżnicowaną dokładnością?

ważenie obserwacji

Copyright ©2021 Joanna Szyda

y = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝑒



Ważona metoda najmniejszych kwadratów
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ważenie obserwacji
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przykłady równań regresji



Przykłady równań regresji

regresja wieloraka 

MASA

CIAŁA WIEK

ZAW. 

TŁUSZCZU

89 35 28

88 43 27

66 24 24

59 56 23

93 48 29

73 31 25

82 61 29

77 27 25

100 31 30

67 47 23

wiekmasa_ctluszcz 210  ++=

22110 xxy  ++=
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Przykłady równań regresji

wielomiany

xy 10  +=

wielomian
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Przykłady równań regresji

regresja logarytmiczna

110 ln xy  +=
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Przykłady równań regresji

LOESS
Locally Weighted Linear Regression

Copyright ©2022 Joanna Szyda 

• Złożona zależność miedzy Y, a X

• Dopasowanie lokalnych równań regresji dla każdej wartości zmiennej X

• Wykorzystując tylko najbliżej położone wartości danych 

R: loess(Y ~ X, data=df)



interpretacja wyników



Interpretacja równań regresji
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Interpretacja równań regresji

temp21.036.8interval −=

1. Wraz ze wzrostem temperatury czas pomiędzy odgłosami skraca się

2. Wzrost temperatury o 1°C powoduje skrócenie odstępu o 0.21 s.

3. W temperaturze 10°C osobniki wydają dogłosy średnio co 6.26 s. :

26.61021.036.8interval =−=
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Interpretacja równań regresji
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Interpretacja równań regresji

1. Model:

2. Partnerzy, którzy w 2003 r. mieli średnio 40 lat oraz, u których mąż jest starszy 
o 15 mają średnio 2.42 dzieci:

3. Partnerzy, którzy w 2003 r. mieli średnio 25 lat oraz, u których mąż jest starszy 
o 4 mają średnio 2.66 dzieci:

2r_w002.0r_w03.0wiek01.082.2n_dzieci −+−=

42.215002.01503.04001.082.2n_dzieci 2 =−+−=

66.24002.0403.02501.082.2n_dzieci 2 =−+−=
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1. Równanie regresji liniowej

2. Estymacja współczynników prostej regresji

• metoda najmniejszych kwadratów

• ważona metoda najmniejszych kwadratów

3. Przykłady równań regresji

• regresja wieloraka

• wielomiany

• regresja logarytmiczna

4. Interpretacja przykładowych wyników


