Zaawansowane aspekty praktycznego

zastosowania modeli mieszanych



1.  Wyktad wstepny

2. Algebra macierzowa

3. Best Linear Unbiased Prediction (BLUP): model jednocechowy z pojedynczym efektem losowym
4.  Best Linear Unbiased Prediction (BLUP): model wielocechowy

5. Metody redukcji wymiarow modeli wielocechowych BLUP

6. Analiza danych powtarzalnych w czasie

7. Predykcja genomowej wartosci hodowlanej

8. Model jednostopniowy

9. Estymacja parametréw modelu

10. - 15. Prezentacje zaliczeniowe
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Po co notacja macierzowa ?
Macierz = definicja

Szczegolne przypadki macierzy

. Operacje na macierzach



Po co notacja macierzowa ?



Zastosowanie macierzy w opisie danych

Wielowymiarowa struktura danych

* np. struktura spokrewnienia osobnikow
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Zastosowanie macierzy w opisie danych

Wielowymiarowa struktura danych

* np. struktura fenotypow
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Macierz = definicja



Definicja macierzy

* Macierz jednowymiarowa = wektor
-

a=[4] a=[2 4 5] a' =[2 4 5]

5.

e Macierz dwuwymiarowa

m m m
2 4 5] M=[ 11 12 13

M=[6 8 9 my1 Mpy Mjy3

 Macierze wielowymiarowe



Definicja macierzy

m m m
M=[2 4 5] M=’ 11 12 13

6 8 9 Mz Ny Mas
* m; element macierzy

 wymiary macierzy (liczba wierszy i kolumn)

M 2X3



Szczegolne przypadki macierzy



Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz kwadratowa (square matrix)
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Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz kwadratowa (square matrix)

 Np. macierz spokrewnien addytywnie poligenicznych

(additive genetic relationship matrix)

10
00
025
025

00
05
00

0.0
10
025
025
0.0
05
0.0
05

025
0.25
10
0.0
0.5
0.5
0.0
0.0

025 05
025 00
00 05
10 00
00 10
00 00
05 00
05 00

0.0
0.5
05
0.0
0.0
10
0.0
0.0

0.5
0.0
0.0
0.5
0.0
0.0
10
0.0

0.0
0.5
0.0
05
0.0
0.0
0.0
10

Copyright ©2020, Joanna Szyda



Szczegolne przypadki macierzy

Macierz kwadratowa ?

Miedzynarodowa ocena wartosci hodowlanej bydta — MACE model
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Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz diagonalna (diagonal matrix)
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 Macierz kwadratowa z poza-przekatnymi =0



Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz diagonalna (diagonal matrix)

* Np. kowariancji macierz efektow btedu (residual)
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Szczegolne przypadki macierzy

Macierz diagonalna ?

Miedzynarodowa ocena wartosci hodowlanej bydta — MACE model
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Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz jednostkowa (identity matrix)

I3X3 —
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* Macierz diagonalna z przekgtnymi =1



Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz jednostkowa (identity matrix)

 Np. macierz kowariancji efektow btedu
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Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz trojkatna (triangular matrix)

4 0 O] 4 7 9]
Ly =12 1 O U;.; =10 1 4

4 5 7. 0 0 7.
Lower triangular Upper triangular

 Macierz z elementami ponad/pod przekatng =0



Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz trojkatna (triangular matrix)
 Dekompozycja Choleskiego > M=TT’

* Np. dekompozycja macierzy spokrewnien A

A=TDT’
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0
T= 0.5 0.5 1.0 0.0 0.0 0.0
105 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0
0.5  0.25 0.5 0.5 1.0 0.0
025 0625 025 025 05 1.0
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Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz symetryczna (symmetric matrix)
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Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz symetryczna (symmetric matrix)

 Np. macierz spokrewnien addytywnie poligenicznych
(additive genetic relationship matrix)
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Szczegodlne przypadki macierzy

Macierz rzadka (sparse)
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Szczegolne przypadki macierzy

Intel MKL library — sparse solvers

Intel® oneAPI Math Kernel Library

Perform various operations on sparse matrices
with low-level and inspector-executor routines
including the following:

¢ Multiply sparse matrix with dense vector
e Multiply sparse matrix with dense matrix

e Solve linear systems with triangular sparse
matrices

Solve linear systems with general sparse
I matrices

Copyright ©2022, Joanna Szyda



Operacje na macierzach



Operacje na macierzach

Transpozycja (transposition)
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Operacje na macierzach

Dodawanie / odejmowanie

2 4 5]
6 8 9
'N=[6-

5
V=,
54
.0 8-

7 4
7 3.
_ 7§

-7 O 4

Macierze o identycznych wymiarach



Operacje na macierzach

Mnozenie
2 4 5 2 6
M3y =16 8 9|N3, =|4 8
1 0 5. 5 9.
45 89 ]
W.,=189 191
27 51

* MNzNM IM=MI=M Mb=mypb




Operacje na macierzach

lloczyn Kroneckera (Kronecker / direct product)
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Operacje na macierzach

Odwrotnosc (inverse)
.« M MiM=I=MM?* (MN)?=MIN

 Tylko macierze kwadratowe sg odwracalne

Odwracanie macierzy diagonalnej
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Operacje na macierzach

Odwrotnosc (inverse)
.« M MiM=I=MM?* (MN)?=MIN

 Tylko macierze kwadratowe sg odwracalne

Odwracanie macierzy blokowo-diagonalnej

(M1 My
m m P
12 22 . . mll 0
33 34 1 1
M3y  Myy 2
M55 Mg 0 0
Mse Megg




Operacje na macierzach

Wyznacznik (determinant)
e skalar
* det(M), |M|

e zdefiniowany tylko dla macierzy kwadratowych




Operacje na macierzach

Odwrotnosc (inverse)

* Macierze kwadratowe s3 odwracalne jezeli wyznacznik
(determinant) # 0

* Woyznacznik = 0 = macierz osobliwa (singular), nieodwracalna

Odwracanie\macierzy 2x2

I LT m12]
mpq1 Mpa
{ N
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g’nllmzz _m12m21/ _m21 mll




Operacje na macierzach

Rownanie liniowe w formie macierzowej
* y=Ab
e b=Aly



Operacje na macierzach

Rzgd macierzy (matrix rank)

* Liczba liniowo niezaleznych wierszy / kolumn

* Maksymalna liczba wierszy / kolumn gdzie |M| # 0
* r(M)

* (M) = liczba wierszy i kolumn = macierz petnego rzedu (full rank)

* (M) < liczba wierszy i kolumn =2 macierz niepetnego rzedu -
|IM| = 0 2 macierz nie jest odwracalna (non-full rank, non-positive
definite, singular)



Operacje na macierzach

Rzad macierzy (matrix rank)

e r(M)=2
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Operacje na macierzach

Uogodlniona odwrotnosc (generalised inverse)
* Moore—Penrose pseudoinverse

 Dla danej macierzy M istnieje kilka M—
 Macierze niepetnego rzedu

« |[M|=0

* Macierze niekwadratowe

 Dedykowane biblioteki, funkcje = ginv



Operacje na macierzach

Uogodlniona odwrotnosc (generalised inverse)

e M~ MM—-M=M

 Uzyskanie macierzy odwrotnej:
— Wyznaczy¢ submacierz B petnego rzedu
— Wyzerowac wszystkie elementy macierzy M
— Odwréci¢ macierz B

— Uzupetni¢ korespondujace elementy M przez B



Operacje na macierzach

Uogodlniona odwrotnosc (generalised inverse)

3 2 1 0 0 O
« M= |4 3 0 M= |0 0 0
7 5 1 0 0 O
3 2 3 -2
* B= |4 3 B'=[-4 3
3 -2 0
« M—=|-4 3 0
0 0 O
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Po co notacja macierzowa ?
Macierz - definicja
Szczegolne przypadki macierzy

Operacje na macierzach

1. Prosze podac przyktad macierzy diagonalnej spotykanej
w omawianych modelach.
2. Jakiej macierzy nie mozna odwrocic?

3. Co wtedy?

4. Po co w modelach odwracamy macierze?



Operatory macierzowe

Norma (norm)

* Norma wektora ||x]l,,

|1 norm, L1 regularisation,
|2 norm?, L2 regularisation,

OO NOorrm

Macierz
— Llnorm =2 ||X]||{ = max( Yizqlx] )
J
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