Zaawansowane aspekty praktycznego

zastosowania modeli mieszanych
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BLUP
Model zwierzecia (animal model)
Model ojcowski (sire model)

Model zwierzecia z wykorzystaniem grup genetycznych

. Solver



BLUP

Best Linear Unbiased Prediction



BLUP

BLUP

* Best = maksymalizuje r(@;, a;) i minimalizuje var(a, — a;) <
prediction error variance (PEV)

* Linear = predyktor (a; ) jest liniowa funkcjg obserwac;ji (y; )
* Unbiased = predyktor (a; ) jest nieobcigzony E(a;) = a,

* Predictor = funkcja pozwalajgca na predykcje wartosci hodowlanej

(ai )
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BLUP

y=Xb+Za+e

wektor nx 1 obserwacje fenotypowe
wektor px1 estymatory efektéw statych
wektor gx 1 predyktory efektéw losowych addytywnie genetycznych

wektor nx 1 predyktory efektow losowych btedu

macierz n X p macierz wystapien odnoszaca y; doposzczegdlnych klas
efektow statych

macierz n x q macierz wystapien odnoszaca y; do poszczegdlnych klas
efektow losowych

n = liczba rekordow danych; p = liczba klas efektow statych; q = liczba klas efektéw losowych



BLUP

y=Xb+Za+e

« E(a)=0
e E(e)=0
* E(y) =Xb

e var(a) = Ao 2=G

« var(e) =Ic %2=R

« cov(a,e) =0

o var(y) =var(Za + e)



BLUP

y=Xb+Za+e

e var(y) =var(Za+e) =

Zvar(@)Z" + Ivar(e)I' + cov(Za,e) = ZGZT + R

* cov(y,a) =cov(Za+ e ,a) = cov(Za,a)+cov(e,a) = Zcov(a,a)+0 = ZG

* cov(y,e) =cov(Za + e, e) = cov(Za,e)+cov(e,e) = R

n = liczba rekordow danych; p = liczba klas efektow statych; q = liczba klas efektéw losowych
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BLUP

y=Xb+Za+e
zatozenia

* y,a,e majg rozktad normalny

— ajest determinowane przez nieskonczenie wiele niezaleznych
genow o addytywnych efektach (infinitesimal model)

- e jest determinowane przez nieskonczenie wiele niezaleznych
czynnikow

* G,Rs3znane



Model zwierzecia

animal model



Model zwierzecia

Calf Sex Sire Dam WWG (kg)
4 Male 1 Unknown 4.5
5 Female 3 2 2.9
6 Female 1 2 3.9
7 Male 4 5 3.5
8 Male 3 6 5.0

Vij = Pi T & T €

* ¥;j masa ciata osobnika j ptci i

 p; efekti-tej ptci

* a; wartos¢ hodowlana osobnika j

e;j btad dla rekordu osobnika j ptci i

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Bréeding Values

Copyright ©2020, Joanna Szyda



Model zwierzecia

Calf Sex Sire Dam WWG (kg)
4 Male 1 Unknown 4.5
5 Female 3 2 2.9
6 Female 1 2 3.9
7 Male 4 5 3.5
8 Male 3 6 5.0

y=Xb+Za+e y =

X Z=

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2022, Joanna Szyda



Model zwierzecia

Calf Sex Sire Dam WWG (kg)
4 Male 1 Unknown 4.5
5 Female 3 2 2.9
6 Female 1 2 3.9
7 Male 4 5 3.5
8 Male 3 6 5.0

y=Xb+Za+e y =[4.5 2.9 3.9 3.5 5.0]

X’ — Z =

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2022, Joanna Szyda



Model zwierzecia

Calf Sex Sire Dam WWG (kg)
4 Male 1 Unknown 4.5
5 Female 3 2 2.9
6 Female 1 2 3.9
7 Male 4 5 3.5
8 Male 3 6 5.0

y=Xb+Za+e y =[4.5 2.9 3.9 3.5 5.0]

v _[1 00 11 7 _
01100

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2022, Joanna Szyda



Model zwierzecia

Calf Sex Sire Dam WWG (kg)
4 Male 1 Unknown 4.5
5 Female 3 2 2.9
6 Female 1 2 3.9
7 Male 4 5 3.5
8 Male 3 6 5.0

y=Xb+Za+e y =[4.5 2.9 3.9 3.5 5.0] 0 0010000
00001000

X»-:['l““il} Z=|0 0000 100

vl U 00000010
0000000 1

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2022, Joanna Szyda



Model zwierzecia

g
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Model zwierzecia
Rozwigzania

T
b] 52 X'y
= |7 T _1 9
al T |z7x z'z+A41%| |z7y
_ O-Cl i
= = _ -1 -
b1 3.000 0.000|] 0.000 0000 0.000 1.000 0000 0000 1.000 1.000 13.0
62 0.000 2.000|] 0.000 0000 0000 0.000 1.000 1.000 0000 0.000 6.8
aq 0.000 0.000) 3667 1.000 0000 -1.333 0.000 -2.000 0000 0.000 0.0
g 0.000 0.000 1.000 4000 1000 0000 -2000 —-2000 0000 0000 0.0
a 3 | _ 0000 0000} 0000 1.000 4000 0000 -2000 1000 0000 -2.000 0.0
&4 1.000 0.000 | —-1.333 0000 0000 4667 1.000 0.000 -2.000 0.000 4.5
&5 0.000 1.000|] 0000 -2000 -2.000 1.000 6.000 0000 -2000 0.000 2.9
‘36 0.000 1.000 | —-2000 -2000 1.000 0.000 0000 6.000 0000 -2.000 3.9
a 7 1.000 0.000 | 0.000 0000 0000 -2000 -2000 0000 5000 0.000 3.5
_&3 1 _1.000 0.000 | 0000 0000 -2.000 0.000 0.000 —-2000 0.000 5.000_ i 5.0_

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2020, Joanna Szyda



Model zwierzecia

Rozwigzania

XTX XTZ R
[b] _ 2| XY
al " |Z"X ZTZ+A1=| |ZTy
I Oq | j )

by | 1 4.358

bs 2 3.404

aiq 1 0.098

an 2 -0.019

az | = 3 —-0.041

as 4 -0.009

as 5 -0.186

ag 6 0.177

a7 7 -0.249

| g | 8 0.183

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2020, Joanna Szyda



Model zwierzecia

4.358
3.404
0.098
-0.019
-0.041
-0.009
-0.186
0.177
—-0.249
0.183

Rozwigzania

0O NO O B WO =N =

e Osobniki meskie (i=1) majg wyzsze przyrosty niz osobniki zenskie

 Najwyzszg wartoscig hodowlang charakteryzuje sie osobnik 8

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2020, Joanna Szyda



Model zwierzecia

Doktadnosc¢ predykcji wartosci hodowlanej osobnika i

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values

0.2
r, =r(@,a;) = |1—c?*—=%
l R A l 0.2
a
XTx X'Z
o ez _ TR ST
"X Z"Z+A47'— T G
L Ua i
_3.000 0.000 | 0.000 0000 0000 1.000 0000 0000 1000 1.000
0.000 2.000 j§ 0.000 0000 0000 0000 1.000 1.000 0000 0000
0.000 0.000 | 3667 1.000 0000 -1.333 0000 -2000 0000 0000
0.000 0.000 § 1.000 4000 1.000 0000 -2000 -2000 0000 0000
0.000 0.000 §y 0000 1000 4000 0000 -2000 1000 0000 -2.000
1.000 0.000 §}-1.333 0000 0000 4667 1.000 0000 -2.000 0.000
0.000 1.000 § 0000 -2000 -2000 1.000 6000 0000 -2000 0.000
0.000 1.000 }-2000 -2000 1000 0.000 0000 6.000 0000 -2.000
1.000 0.000 § 0.000 0000 0000 -2000 -2000 0000 5000 0000
| 1.000 0.000 § 0000 0000 -2000 0000 0000 -2000 0000 5000

Copyright ©2020, Joanna Szyda



Model zwierzecia

Doktadnosc¢ predykcji wartosci hodowlanej osobnika i

2
r=1(@,a;) = |1—c?2%
L 7 Yl L 2
Oq
"y T T 11
X' X X' Z
0_2 B Cll C12
—1 Ye —
Z'X ZI"Z+ A= c21 (22
_ O-Cl_
i 0596 0157 |-0164 -0084 -0131 -0265 -0148 -0.166 -0284 -0.238
0157 0802} -0133 -0241 -0112 -0087 -0299 -0306 -0.186 -0.199
-0164 -0133) 0471 0007 0.033 0220 0045 0221 0139 0134
-0084 -0241)] 0007 0492 -0.010 0020 0237 0245 0120 0111
-0131 -0112 )] 0033 -0010 0.456 0048 0201 0023 0126 0.218
-0265 -0.087 | 0220 0020 0048 0428 0047 0128 0243 0123
-0148 -0299)] 0045 0237 0201 0047 0428 0170 0220 0178
-0166 -0306) 0221 0245 0023 0128 0170 0.442 0152 0219
-0284 -0186) 0139 0120 0126 0243 0220 0152 0442 0168
_—0.238 -0199) 0134 0111 0218 0123 0178 0219 0168 0.422
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Model zwierzecia

Doktadnosc¢ Calf Sex Sire Dam  WWG (kg)
Powtarzalnos¢ « Male 1 Unknown 4.5
5 Female 5 2 2.9
6 Female 1 2 3.9
7 Male 4 5 3.5
8 Male 3 6 5.0
Animal Diagonals of inverse r? r
1 0.471 0.058 0.241 Rodzice (1,2,3)
2 0.492 0.016 0.126
3 0.456 0.088 0.297 9 brak Wfasnych
4 0.428 0.144 0.379 fenotypow
5 0.428 0.144 0.379
6 0.442 0.116 0.341 [IESREIEESS
7 0.442 0.116 0.341 »
8 0.422 0.156 0.395 doktadnosc

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values

Copyright ©2020, Joann

a Szyda



Model ojcowski

sire model



Model ojcowski

* QOceniana jest tylko wartos¢ hodowlana ojcow
e Historycznie wczesniejszy od modelu zwierzecia

* Mhniejsze wymiary MME



SR S~

Model ojcowski

y=Xb+Zs+e

wektor nx 1 obserwacje fenotypowe
wektor px1 estymatory efektéw statych

wektor gx 1 predyktory efektéw losowych addytywnie genetycznych

wektor nx 1 predyktory efektow losowych btedu

macierz n X p macierz wystagpien odnoszaca y; do poszczegdlnych klas
efektow statych

macierz n x q macierz wystgpien odnoszaca y; do poszczegdlnych klas
efektow losowych

n = liczba rekordow danych; p = liczba klas efektow statych; q = liczba klas efektéw losowych



Model ojcowski

y=Xb+Zs+e

e E(s)=0
c E(e)=0
* E(y) =Xb

 var(s) = AO'?
» var(e) =Io =R
« cov(s,e) =0

e var(y) =var(Zs + e) = ZAZ"6%+R

S 1 2
° Uszzo-a



Model ojcowski

Calf Sex Sire Dam WWG (kg)
4 Male 1 Unknown 4.5
5 Female 3 2 2.9
6 Female 1 2 3.9
7 Male 4 5 3.5
8 Male 3 6 5.0

Vij = Pi T Sj T €j

* ¥;j masa ciata osobnika j ptci i
 p; efekti-tej ptci
* 5; wartosc hodowlana ojca osobnika j (1,3,4)

e;j btad dla rekordu osobnika j ptci i

. Mrode 2005 L r Models for the of Animal Bréeding Value Copyright ©2020, Joanna Szyda



Model ojcowski

Calf Sex Sire Dam WWG (kg)
4 Male 1 Unknown 4.5
5 Female 3 o 59
6 Female 1 2 39
7 Male 4 5 35
8 Male 3 6 50
, 1 0 0 1 1
y =[4.52.93.93.55.0] X’ =
O 1 1 0 0
y=Xb+Zs+e .

0 O

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2020, Joanna Szyda



Model ojcowski

XTXx
Z'X Z'Z+Alo

3.000
0000
1000
1000

1000

X'z

1333 00
A-1=| 0000 10
| -0667 00
0000 1000 1000
2000 1000 1000
1000 16666 0000
1000 0000 13000
0000 -7.334 0000

R.A. Mro

de 2005

Linear Models for the Prediction

of Animal Bree
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Model ojcowski

Rozwigzania
_ - _1 _ -
[b] X'X X'z X'y
— 1 2
al |Z'X Z"Z+A7'os | |27y
1 4.358 1 4.336 .
2 3.404 2 3.382 Estymator.y -
efektu ptci rozne
1 0.098 1 0.022
2 -0.019 3 0.014
3 ~0.041 4 ~0.043 ’
4 ~0.009 * ROznice
5 -0.186 pomiedzy
6 0.177 C
7 P efe!<tam| ptci
8 0.183 takie same

Animal model Sire model



Model ojcowski

Rozwigzania
- -1 r -
[b] X'x X'z XTy
— 1.2
al |Z'X Z"Z2+A47'¢s | |Z7y
1 4.358 1 4.336 . .
2 3.404 5 3 280 Predyktory S rozne >
0 000 brak informacji o a,
1 0.098 1 .
2 ~0.019 3 0.014 matek
3 -0.041 4 -0.043
: -0.009
° ~0.186 e Rankingi s, jednakowe
6 0.177
7 -0.249
8 0.183

Animal model Sire model

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2020, Joanna Szyda



Model zwierzecia z wykorzystaniem grup genetycznych

animal model with phantom parent groups



Model zwierzecia z wykorzystaniem grup genetycznych

* (Osobniki o nieznanych rodzicach = osobniki reprezentujgce
populacje bazowa

* Zatozenie populacji bazowej = Srednia a.=0

W praktyce poszczegdlne , komponenty” populacji bazowej
majg rozne srednie a, z uwagi na rozne intensywnosci selekcji:
— Ojcowie buhajow
— Ojcowie krow
— Matki buhajow
— Matki krow
— Osobniki importowane z roznych krajow
— Osobniki urodzone w roznych latach




Model zwierzecia z wykorzystaniem genetycznych

Westell & Van Vleck (1987)

phantom parents = ,sztuczni” rodzice osobnikdow z
populacji bazowej

phantom parents - definiowane wg , kategorii”
— Ojcowie buhajow

— Ojcowie krow

— Matki buhajow

— Matki krow

— Kraj pochodzenia osobnika z populacji bazowej
— Rok urodzenia osobnika z populacji bazowej



Model zwierzecia z wykorzystaniem genetycznych

 Legarraetal. (2015)

 metafounders 2 ,sztuczni” rodzice osobnikdw z populacji
bazowej zdefiniowani na podstawie informacji
genotypowej (SNP)

Ancestral Relationships Using Metafounders: Finite
Ancestral Populations and Across Population
Relationships @

Andres Legarra ™ Ole F Christensen, Zulma G Vitezica, Ignacio Aguilar, Ignacy Misztal

Genetics, Volume 200, Issue 2, 1 June 2015, Pages 455-468, https://doi.org/10.1534/
genetics.115.177014

Copyright ©2024, Joanna Szyda



Model zwierzecia z wykorzystaniem grup genetycznych

K

Yij = hj +a Z LikGk T €ij
k=1

* Y;;j fenotyp krowy i ze stada ]

* h; staty efekt j-tego stada

* a; losowy efekt wartosci hodowlana osobnika i

* (g, staty efekt k-tej grupy genetycznej
* t;, wspotczynnik spokrewnienia miedzy osobnikiem i, a grupg k

° el-j b’fad



Model zwierzecia z wykorzystaniem grup genetycznych

y=Xb+Za+ZQg + e

Q=TQ

Q" macierz wystgpien odnoszgca przodka do danej ,,sztucznej”

grupy
T < A=TDT"

X'X

Q'Z’X

—

X'Z X'ZQ7|b
2’X 77 +A-1¢ Z’7Q) || a
Q,Z,Z QIZJ'ZQd g

—

X'y
Z'y
Q7Z'y

—

p—

Ostateczny predyktor wartosci hodowlanej osobnika i: a; = Qg + a;

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values

Copyright ©2022, Joanna Szyda



Model zwierzecia z wykorzystaniem grup genetycznych

Calf Sex Sire Dam WWG (kg)

4 Male 1 Unknown 4.5

5 Female 3 2 2.9

6 Female 1 2 3.9

7 Male 4 5 3.5

8 Male 3 6 5.0

Calf Sire Dam Calf Sire Dam Calf Sire Dam

1 Unknown  Unknown 1 M1 M2 1 G1 G2
2 Unknown  Unknown 2 M3 M4 2 G1 G2
3 Unknown  Unknown 3 M5 M6 3 G1 G2
4 1 Unknown 4 1 M7 4 1 G2
5 3 2 B 3 2 5 3 2
6 1 2 6 1 2 6 1 2
7 4 5 7 4 5 7 4 5
8 3 6 8 3 6 8 3 6

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2022, Joanna Szyda



Model zwierzecia z wykorzystaniem grup genetycznych

Q=TQ

1
J
1
J

1 0 10
0 1 MIi M2 M3 M4 M5 M6 M7 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1
1 0 M1 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 00 00 |1 O
0 1 M2 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 0.0 00 |0 1
1 0 M3 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 |1 0
0 1 M4 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 00 0.0 [,
M5 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0 1 M6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 00 0.0 |20 1
05 05 — M7 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.00 0.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 0000 |0 O
05 05 " 1 0500 0500 0.000 0.000 0.000 0.000 0.00 1.00 0.00 0.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 |0 ©
05 05 2 0.000 0.000 0.500 0.500 0.000 0.000 0.00 0.00 1.00 0.00 0.0 0.0 0.0 00 00 [,
3 0.000 0.000 0.000 0.000 0.500 0.500 0.00 0.00 0.00 1.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
025 075 4 0250 0.250 0.000 0.000 0.000 0.000 050 0.50 0.00 0.00 1.0 0.0 0.0 00 00 |0 ©
05 05 5 0.000 0.000 0.250 0.250 0.250 0.250 0.00 0.00 0.50 0.50 0.0 1.0 0.0 00 00 |O O
05 05 6 0.250 0.250 0.250 0.250 0.000 0.000 0.00 0.50 0.50 0.00 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 |0 0
0375 0625 7 0.25 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.5 0.25 0.25 0.25 05 05 0.0 10 00 |4 4
8 0.125 0.125 0.125 0.125 0.250 0.250 0.00 0.25 0.25 0.50 0.0 0.0 0.5 0.0 1.0
| 05 05 | 0 0]

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2022, Joanna Szyda



Algorytm obliczeniowy do rozwigzania MME



Rozwiazanie uktadu rownan MME

b X'x

xTz 1 y}

a ZTX ZTZ _I_ A -1 O 2 -ARTTZ Lentral processing unit time in minutes used for prepro-
i S

Gauss-Seidel

cossmg ((/’f UJP ) and iterating 1000 rounds (CPU ) with different
iterative methods by model’.

0 — W y Univariate model Multivariate model
[terative method* CPUp,. CPU 1000 CPUp,. CPU ;000
SOR(IMIT) 2.3 19.9 41.5 102.3
JCG(IMIT) 7.1 18.1 52.6 78.2
GSJ(10D) 1.6 142.9 2.4 365.9
GSSJ(I0D) 1.4 42.9 2.0 111.7
GSSJ(IOD,RR)? 2.1 34.2 2.2 95.6
PCG(IOD,RR) 1.3 22.4 1.6 69.8
PCG(IOD,RR,U) 1.3 19.6 1.5 52.6

Jacobi

Conjugate gradient

'Some of the programs had the mixed model equations in the mem-
ory (IMIT), and others used iteration on data (10D) algorithm when
performing the necessary computations. Random regression test-day
models (RR) were allowed by some of the programs. One of the pro-
grams used the new computing technique (U).

2SOR = Successive overrelaxation in PEST Version 2.8, JCG =
Jacobi conjugate gradient as in DMU Version 4, GSJ = Jacobi on

P recon d it i one d CO nJ u gate g ra d | e nt animal effects and Gauss-Siedel on others with relaxation as in PEST

Version 2.8, GSSJ = Gauss-Seidel on herd effect and second-order
Jacobi on others as in DMU Version 4 and DMUIOD Version 2.1,
and PCG = preconditioned conjugate gradient method.

Journal of Dairy Science Volume 82, Issue 12, December 1999, Pages 2779-2787 Copyright ©2022, Joanna Szyda



Preconditioned conjugate gradient

[b] |xTx X"z
al |(2"xX 77z + A7 167
0 =Wy

PCG wykorzystuje “preconditioner” = macierz P

0 =Wy
Plo =P w1y




PCG solver

[tﬁ} Genetics Selection Evolution

A second-level diagonal preconditioner for single-step SNPBLUP

The preconditioned conjugate gradient (PCG) method is an iterative solver of linear equations

systems commonly used in animal breeding. However, the PCG method has been shown to
encounter convergence issues wh...

Jeremie Vandenplas, MConvergence behavior of single-step GBLUP and SNPBLUP for different termination criteria

Genetics Selection EvoliThe preconditioned conjugate gradient (PCG) method is the current method of choice for

iterative solving of genetic evaluations. The relative difference between two successive iterates
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1. Co oznacza skrot BLUP ?

2. Ktory model ma wieksze rozmiary - animal czy sire ?

3. Czy mozna uzyskac predyktory wartosci hodowlanej dla
osobnikow bez potomstwa ?

4. Po co wyrdzniamy grupy genetyczne?
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That BLUP is a Good Thing: The Estimation of
Random Effects
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Abstract

In animal breeding, Best Linear Unbiased Prediction, or BLUP, is a technique for estimating genetic
merits. In general, it is a method of estimating random effects. It can be used to derive the Kaiman filter,
the method of Kriging used for ore reserve estimation, credibility theory used to work out insurance
premiums, and Hoadley’s quality measurement plan used to estimate a quality index. It can be used for
removing noise from images and for small-area estimation. This paper presents the theory of BLUP,
some examples of its application and its relevance to the foundations of statistics. Understanding of
procedures for estimating random effects should help people to understand some complicated and
controversial issues about fixed and random effects models and also help to bridge the apparent gulf

between the Bayesian and Classical schools of thought.



