
Zaawansowane aspekty praktycznego 

zastosowania modeli mieszanych



1. Wykład wstępny

2. Algebra macierzowa

3. Best Linear Unbiased Prediction (BLUP): model jednocechowy 

z pojedynczym efektem losowym

4. Best Linear Unbiased Prediction (BLUP): model wielocechowy

5. Metody redukcji wymiarów modeli wielocechowych BLUP

6. Analiza danych powtarzalnych w czasie

7. Predykcja genomowej wartości hodowlanej

8. Model jednostopniowy

9. Estymacja parametrów modelu

10. - 15. Prezentacje zaliczeniowe



1. BLUP

2. Model zwierzęcia (animal model)

3. Model ojcowski (sire model)

4. Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

5. Solver
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BLUP

Best Linear Unbiased Prediction



BLUP

BLUP

• Best = maksymalizuje 𝑟 ෝ𝑎𝑖, 𝑎𝑖 i minimalizuje 𝑣𝑎𝑟 ෝ𝑎𝑖 − 𝑎𝑖 

prediction error variance (PEV)

• Linear = predyktor 𝑎𝑖 jest liniową funkcją obserwacji 𝑦𝑖

• Unbiased = predyktor 𝑎𝑖 jest nieobciążony 𝐸 ො𝑎𝑖 = 𝑎𝑖

• Predictor = funkcja pozwalająca na predykcję wartości hodowlanej 
𝑎𝑖

R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values Copyright ©2020, Joanna Szyda 



R.A. Mrode 2005 Linear Models for the Prediction of Animal Breeding Values

BLUP

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆

• 𝒚 wektor n x 1 obserwacje fenotypowe

• 𝒃 wektor p x 1 estymatory efektów stałych

• 𝒂 wektor q x 1 predyktory efektów losowych addytywnie genetycznych

• 𝒆 wektor n x 1 predyktory efektów losowych błędu

• 𝑿 macierz n x p macierz wystąpień odnosząca 𝑦𝑖 doposzczególnych klas 

efektów stałych

• 𝒁 macierz n x q macierz wystąpień odnosząca 𝑦𝑖 do poszczególnych klas 
efektów losowych

n = liczba rekordów danych; p = liczba klas efektów stałych; q = liczba klas efektów losowych
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BLUP

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆

• 𝐸 𝒂 = 𝟎

• 𝐸 𝒆 = 𝟎

• 𝐸 𝒚 = 𝑿𝒃

• 𝑣𝑎𝑟 𝒂 = 𝑨𝜎 𝑎
2= 𝑮

• 𝑣𝑎𝑟 𝒆 = 𝑰𝜎 𝑒
2= 𝑹

• 𝑐𝑜𝑣 𝒂, 𝒆 = 𝟎

• 𝑣𝑎𝑟 𝒚 = 𝑣𝑎𝑟 𝒁𝒂 + 𝒆
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BLUP

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆

• 𝑣𝑎𝑟 𝒚 = 𝑣𝑎𝑟 𝒁𝒂 + 𝒆 =

𝒁𝑣𝑎𝑟 𝒂 𝒁𝑇 + 𝑰𝑣𝑎𝑟 𝒆 𝑰𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂, 𝒆 = 𝒁𝑮𝒁𝑇 + 𝑹

• 𝑐𝑜𝑣 𝒚, 𝒂 = 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂 + 𝒆, 𝒂 = 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂, 𝒂 +𝑐𝑜𝑣 𝒆, 𝒂 = 𝐙𝑐𝑜𝑣 𝒂, 𝒂 +0 = 𝒁𝑮

• 𝑐𝑜𝑣 𝒚, 𝒆 = 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂 + 𝒆, 𝒆 = 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂, 𝒆 +𝑐𝑜𝑣 𝒆, 𝒆 = 𝑹

n = liczba rekordów danych; p = liczba klas efektów stałych; q = liczba klas efektów losowych
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BLUP

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆

• MME Mixed Model Equations

• Układ równań modelu mieszanego

• Henderson (1950)

• Układ równań dla predykcji a i estymacji b

𝑿𝑇𝑹−1𝑿 𝑿𝑇𝑹−1𝒁
𝒁𝑇𝑹−1𝑿 𝒁𝑇𝑹−1𝒁 + 𝑮−𝟏

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑹−1𝒚

𝒁𝑇𝑹−1𝒚
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BLUP

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆

założenia

• 𝒚, 𝒂, 𝒆 mają rozkład normalny

→ a jest determinowane przez nieskończenie wiele niezależnych 
genów o addytywnych efektach (infinitesimal model)

→ e jest determinowane przez nieskończenie wiele niezależnych 
czynników

• 𝑮, 𝑹 są znane
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Model zwierzęcia

animal model



Model zwierzęcia

𝑦𝑖𝑗 = 𝑝𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

• 𝑦𝑖𝑗 masa ciała osobnika j płci i 

• 𝑝𝑖 efekt i-tej płci

• 𝑎𝑗 wartość hodowlana osobnika j

• 𝑒𝑖𝑗 błąd dla rekordu osobnika j płci i
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Model zwierzęcia
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𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆



Model zwierzęcia
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𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆



Model zwierzęcia
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𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆



Model zwierzęcia
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𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆



Model zwierzęcia
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𝑿𝑇𝑹−1𝑿 𝑿𝑇𝑹−1𝒁
𝒁𝑇𝑹−1𝑿 𝒁𝑇𝑹−1𝒁 + 𝑮−𝟏

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑹−1𝒚

𝒁𝑇𝑹−1𝒚

𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏
𝜎𝑒
2

𝜎𝑎
2

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

Copyright ©2020, Joanna Szyda 



Model zwierzęcia
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𝒃
𝒂

=

𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏
𝜎𝑒
2

𝜎𝑎
2

−1

𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

Rozwiązania
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Model zwierzęcia
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𝒃
𝒂

=

𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏
𝜎𝑒
2

𝜎𝑎
2

−1

𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

=

Rozwiązania
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Model zwierzęcia
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• Osobniki męskie (i=1) mają wyższe przyrosty niż osobniki żeńskie 

• Najwyższą wartością hodowlaną charakteryzuje się osobnik 8

Rozwiązania
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Model zwierzęcia
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𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏
𝜎𝑒
2

𝜎𝑎
2

=
𝐶11 𝐶12
𝐶21 𝐶22

Dokładność predykcji wartości hodowlanej osobnika i

𝑟𝑖 = 𝑟 ෝ𝑎𝑖, 𝑎𝑖 = 1 − 𝑐𝑖
22 𝜎𝑒

2

𝜎𝑎
2
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Model zwierzęcia
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𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏
𝜎𝑒
2

𝜎𝑎
2

−1

= 𝐶11 𝐶12

𝐶21 𝐶22

Dokładność predykcji wartości hodowlanej osobnika i

𝑟𝑖 = 𝑟 ෝ𝑎𝑖, 𝑎𝑖 = 1 − 𝑐𝑖
22 𝜎𝑒

2

𝜎𝑎
2
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Model zwierzęcia
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Rodzice (1,2,3)

→ brak własnych 
fenotypów

→ niższa 
dokładność

Dokładność
Powtarzalność
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Model ojcowski

sire model



Model ojcowski

• Oceniana jest tylko wartość hodowlana ojców

• Historycznie wcześniejszy od modelu zwierzęcia

• Mniejsze wymiary MME
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Model ojcowski
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𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒔 + 𝒆

• 𝒚 wektor n x 1 obserwacje fenotypowe

• 𝒃 wektor p x 1 estymatory efektów stałych

• 𝒔 wektor q x 1 predyktory efektów losowych addytywnie genetycznych

• 𝒆 wektor n x 1 predyktory efektów losowych błędu

• 𝑿 macierz n x p macierz wystąpień odnosząca 𝑦𝑖 do poszczególnych klas 

efektów stałych

• 𝒁 macierz n x q macierz wystąpień odnosząca 𝑦𝑖 do poszczególnych klas 
efektów losowych

n = liczba rekordów danych; p = liczba klas efektów stałych; q = liczba klas efektów losowych
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Model ojcowski
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𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒔 + 𝒆

• 𝐸 𝒔 = 𝟎

• 𝐸 𝒆 = 𝟎

• 𝐸 𝒚 = 𝑿𝒃

• 𝑣𝑎𝑟 𝒔 = 𝑨𝜎 𝑠
2

• 𝑣𝑎𝑟 𝒆 = 𝑰𝜎 𝑒
2= 𝑹

• 𝑐𝑜𝑣 𝒔, 𝒆 = 𝟎

• 𝑣𝑎𝑟 𝒚 = 𝑣𝑎𝑟 𝒁𝒔 + 𝒆 = 𝒁𝑨𝒁𝑻𝜎 𝑠
2+𝑹

• 𝜎 𝑠
2=

1

4
𝜎𝑎
2
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Model ojcowski
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𝑦𝑖𝑗 = 𝑝𝑖 + 𝑠𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

• 𝑦𝑖𝑗 masa ciała osobnika j płci i 

• 𝑝𝑖 efekt i-tej płci

• 𝑠𝑗 wartość hodowlana ojca osobnika j (1,3,4)

• 𝑒𝑖𝑗 błąd dla rekordu osobnika j płci i
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Model ojcowski
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𝐙 =

?𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒔 + 𝒆
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Model ojcowski
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𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎 𝑠
2

−1
𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚
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Model ojcowski
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𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎 𝑠
2

−1
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

Rozwiązania

Animal model Sire model

• Estymatory 
efektu płci różne

• Różnice 
pomiędzy 
efektami płci 
takie same
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Model ojcowski
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𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎 𝑠
2

−1
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

Rozwiązania

Animal model Sire model

• Predyktory si różne →
brak informacji o ai

matek 

• Rankingi si jednakowe
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Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

animal model with phantom parent groups



• Osobniki o nieznanych rodzicach → osobniki reprezentujące 
populację bazową

• Założenie populacji bazowej → średnia ai=0

• W praktyce poszczególne „komponenty” populacji bazowej 
mają różne średnie ai z uwagi na różne intensywności selekcji:
‒ Ojcowie buhajów
‒ Ojcowie krów
‒ Matki buhajów
‒ Matki krów
‒ Osobniki importowane z różnych krajów
‒ Osobniki urodzone w różnych latach
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Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych
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• Westell & Van Vleck (1987)

• phantom parents→ „sztuczni” rodzice osobników z 
populacji bazowej

• phantom parents→ definiowane wg „kategorii”
‒ Ojcowie buhajów
‒ Ojcowie krów
‒ Matki buhajów
‒ Matki krów
‒ Kraj pochodzenia osobnika z populacji bazowej
‒ Rok urodzenia osobnika z populacji bazowej
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Model zwierzęcia z wykorzystaniem genetycznych
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• Legarra et al. (2015)

• metafounders→ „sztuczni” rodzice osobników z populacji 
bazowej zdefiniowani na podstawie informacji 
genotypowej (SNP)

Model zwierzęcia z wykorzystaniem genetycznych
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Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

𝑦𝑖𝑗 = ℎ𝑗 + 𝑎𝑖 +෍

𝑘=1

𝐾

𝑡𝑖𝑘𝑔𝑘 + 𝑒𝑖𝑗

• 𝑦𝑖𝑗 fenotyp krowy i ze stada j 

• ℎ𝑗 stały efekt j-tego stada

• 𝑎𝑖 losowy efekt wartości hodowlana osobnika i

• 𝑔𝑘 stały efekt k-tej grupy genetycznej

• 𝑡𝑖𝑘 współczynnik spokrewnienia między osobnikiem i, a grupą k

• 𝑒𝑖𝑗 błąd
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𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒁𝑸𝒈 + 𝒆

𝑸 = 𝑻𝑸∗

• 𝑸∗ macierz wystąpień odnosząca przodka do danej „sztucznej” 
grupy  

• 𝑻  𝑨 = 𝑻𝑫𝑻𝑇

• Ostateczny predyktor wartości hodowlanej osobnika i: ො𝑎𝑖
∗ = 𝑸ෝ𝒈 + ො𝑎𝑖

Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych
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Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych
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𝑸 = 𝑻𝑸∗

=

Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych
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Algorytm obliczeniowy do rozwiązania MME



Journal of Dairy Science Volume 82, Issue 12, December 1999, Pages 2779-2787

Rozwiazanie układu równań MME

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎 𝑠
2

−1
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

𝜽 = 𝑾−1𝒚

• Gauss-Seidel

• Jacobi

• Conjugate gradient

• Preconditioned conjugate gradient
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Front. Genet., 28 July 2021 | https://doi.org/10.3389/fgene.2021.655638

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝑿 𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎 𝑠
2

−1
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

𝜽 = 𝑾−1𝒚

PCG wykorzystuje “preconditioner” →macierz P
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𝜽 = 𝑾−1𝒚

𝑷−𝟏𝜽 = 𝑷−𝟏𝑾−1𝒚

Preconditioned conjugate gradient



PCG solver
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1. BLUP

2. Model zwierzęcia (animal model)

3. Model ojcowski (sire model)

4. Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

5. Solver

1. Co oznacza skrót BLUP ?

2. Który model ma większe rozmiary - animal czy sire ?

3. Czy można uzyskać predyktory wartości hodowlanej dla 

osobników bez potomstwa ? 

4. Po co wyróżniamy grupy genetyczne?



1. BLUP

2. Model zwierzęcia (animal model)

3. Model ojcowski (sire model)

4. Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

5. Solver


