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] Podstawy teoretyczne

Model mieszany
b zmienna zalezna jest typu ciagtego
b komplementarnie do efektéw statych mozemy okresli¢ efekty lo-

sowe, ktére w modelu uwzgledniamy jako realizacje zmiennej
losowej o pewnych parametrach
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7] Podstawy teoretyczne

Dlaczego uzywamy efektéw losowych?

» Efektéw tych moze byé tak duzo, ze zamiast traktowaé je jako
parametry modelu, przyjmujemy, ze sa to zmienne losowe z za-
danego rozktadu prawdopodobienstwa, ktérego parametry beda
parametrami modelu.

b Mozemy nie by¢ zainteresowani bezposrednia oceng wartosci
efektéw, lecz raczej zmiennoscia tych efektéw w populagji.
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# Podstawy teoretyczne

Ogolna posta¢ modelu:
y=XB+ Zu+e,
Efekty state: Xz

» X - macierz wystapien dla efektéw statych (n x p)

» [ - parametry do estymacji (p x 1)
Efekty losowe: Zu

» Z - macierz wystapien dla efektéw losowych (n x q)

b u - wektor zmiennych losowych odpowiadajacych efektom
losowym (g x 1)
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% Podstawy teoretyczne

Residua:

b ¢ - btedy losowe (n x 1)

Zaktada sie, ze wektory u i € s3 niezalezne i pochodza z rozktadéw
normalnych:

» u~N(0,G), zmacierza G = Ao? o wymiarach (g x q)
» ¢ ~N(0,R), z macierza R = o o wymiarach (n x n)
Przy powyzszych zatozeniach wariancja zmiennej y ma postac:

Var(y) =V =ZGZ" +R
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% Podstawy teoretyczne

-

Estymatory efektéw statych § uzyskane przy pomocy metody
najwiekszej wiarygodnosci:
» y ~N(XB,V) z macierza V = ZGZ" + R

b Funkcja wiarygodnosci powyzszego modelu mieszanego ma
postaé

—2log L = nlog (27) + log | V| + (v —XB)TV*I(y — XpB)

y B=(XTvix) . xTv-1y
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# Podstawy teoretyczne

-

Jak otrzyma¢ funkcje najwiekszej wiarygodnosci? Wiemy, ze jezeli

z ~ N (A, B) to gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej y ma postaé

Y Ty - T
(2m)3|B|2 p( pE A B A)>

Korzystajac z tego faktu mamy i z tego, ze y ~ N(X3, V)
otrzymujemy

_ (Y X Ty -
L_(zw)g\vﬁ p< Sy =XB) TV y XB))
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% Podstawy teoretyczne

Logarytmujac otrzymana funckje wiarygodnosci otrzymujemy

log L = —g log (27) — % log | V| — %(y —XB) TV y - XB)

Mnozac otrzymany logarytm funkcji wiarygodnosci przez liczbe
(—2) otrzymujemy ostateczna posta¢ funkcji wiarygodnosci.
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% Podstawy teoretyczne

-

Jak otrzyma¢ wzér na estymatory parametréw 3 metoda
najwiekszej wiarygodnosci?

—2log L=nlog (27) + log |[V| +y "V ly —yTV71X3
—BTXTv 1y +8TXTVvIXp

Rézniczkujac powyzsza funkcje wzgledem parametru (3 i
otrzymujemy

d(—2log L)

% ——yTVIX - XTvly4oxTv1ixp

=—2XTv1ly+oxTv=ixgp
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4 Podstawy teoretyczne

Otrzymana rézniczke funkcji wiarygodnosci przyréwnujemy do 0 i
otrzymujemy

d(—2log L) _

2XTv=1ly 1 oxTv-Ixp =0
a5 y+ B

3= (XTV*lx)_1 XTv-1y,
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Podstawy teoretyczne

FAKT:
Var(Ay) = A- Var(y) - AT,

dla zmiennej losowej y i znanej macierzy A
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# Podstawy teoretyczne
==
Macierz wariancji-kowariancji dla efektéw statych:
Var (B):Var ((XTV—lx)_l _XTV—1y>
:(XTv—lx) - (XTV—1Var(y)v—1x) (xTv—lx)*1
Podstawiajac za Var(y) = V otrzymujemy
Var (B) - (XTV*IX)_1 (XTV*1 VV*1X> (XTV*1X>_1
i ostatecznie mamy

Var (B) - (xTv—lx)_1
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% Podstawy teoretyczne

Testowanie istotnosci efektéw statych (Test Walda):
Dla kazdego efektu ;, j =1,..., p mamy SE(BJ-) = diag(Var(B)j)

» Hipotezy Hy : 3; =0vs. Hy : 3; #0

~

B
SE(5)
b Statystyka W przy prawdziwosci Hy ma rozktad N(0,1)

b Statystyka testowa W =
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% Podstawy teoretyczne

Testowanie istotnosci efektéw statych (Test Walda):

» Hipotezy Hy : LB =0 vs. H; : LB # 0, dla danej macierzy
kontrastu L

b Statystyka testowa W = BTLT [LXTVIX)~ILT] LB

b Statystyka W przy prawdziwosci Hy ma rozktad chi? z liczba
stopni swobody rowng rzedowi macierzy L
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% Podstawy teoretyczne

Testowanie istotnosci efektéw statych (Test oparty na ilorazie
wiarygodnosci - poréwnywanie modeli z rézna iloscia efektéw
statych):

b Hipotezy Hy : beta € Qp, gdzie Qp € Q

L
p Statystyka testowa —2log Ay = —2log %
Q
b Statystyka przy prawdziwosci Hy ma rozktad chi? z liczba
stopni swobody rowng réznicy parametréw pomiedzy Qi Qg
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4 Podstawy teoretyczne

-

Estymacja parametréw wariancji:

—2log Lremr = —2log L+ log [ XTV7LX|

Metody estymacji parametréw wariancji:
» EM
» Newton-Raphson
b Fisher scoring
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% Podstawy teoretyczne

Testowanie istotnosci efektéw losowych (Test oparty na ilorazie
wiarygodnosci):

» Hipotezy Hy : 02 =0

b Statystyka testowa
—2 IOg AN = —2 IOg Lzredukowanej +2 |Og Lpenej

b Statystyka przy prawdziwosci Hy jest mieszaning rozktadéw
chi? z 0 i 1 stopniem swobody (3x2 + 3x?)
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4 Podstawy teoretyczne

Poréwnywanie modeli:
» AIC = —2logL +2s

» BIC = —2log L + slog(n*)
gdzie
b s - liczba wszystkich parametréw w modelu
» n* =n— pdlafunkcji Lremt
» n* = ndla funkgji L
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Podstawy teoretyczne

Predykcja efektéw losowych:
XTR7IX XTR7lz B\ (XTR™ly
ZTRIXZ'TR'z+G1)\ug)  \ZTR™ly

Warto przypomniec sobie funkcje cbind() i rbind()
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|

Przyktad

-

Zbiér danych o nazwie "milkgenez pakietu "PBlImisc". Kolejne

kolumny zawieraja:

»

4
4
>
4

numer krowy
numer laktacji

gen BTM3al
wydajnosé mleczng

wydajnos¢ ttuszczu
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% Przyktad
T

Chcemy sprawdzié, czy obserwowana mutacja w genie BTN3al
wptywa na mlecznos¢ kréw. Mamy 915 pomiaréw mlecznosci dla
osobnikéw o genotypie 1 i 85 pomiaréw dla genotypu 2. Nie mozna
zastosowal w tym przypadku testu t-studenta dla dwéch grup, ani
modelu z jednym efektem statym genu poniewaz czes¢ osobnikéw
byta mierzona wiecej niz jeden raz (przez kilka laktacji).

Aby uwzgledni¢ podobiefnstwo w pomiarach do modelu dotozymy
efekt losowy osobnika. Wybieramy efekt losowy, poniewaz kréw jest
duzo i nie chcemy wprowadza¢ tak wielu parametréw do modelu.
Dodatkowo nie interesuje nas efekt pojedynczych osobnikéw, a
efekt genu.
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4 Przyktad
T

Model:

Ymleko = thn3alﬁbtn3al + X/aktacjaﬁlaktacja + Zkrowaukrowa + €

b Ukrowa - fekt losowy o rozktadzie N'(0, 0%, )

» macierz Zyons ma wymiary 1000 x 409, z; ; = 1 gdy wiersz i
dotyczy jtego osobnika oraz 0 w przeciwnym razie.
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% Przyktad

-

Formuta:

» require(lme4)

» ml=Imer(milk btn3al+lactation+(1|cow.id),data=milkgene)
Otrzymujemy wyniki:

b Efekt staty genu —244.07. O tyle srednio wyzsza jest

mleczno$¢ osobnikéw o genotypie 2 od osobnikéw o genotypie
1.

» Parametr J,%rowa = 1240403 i jest praktycznie réwny wariangji
btedu.

Nalezy sprawdzi¢ zatozenia modelu tzn. Normalno$¢ reszt i efektéw
losowych oraz ich niezaleznosc¢.
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% Przyktad

-

Istotnos¢ efektéw statych:
» summary(m1l)$coefs - testy t-studenta

b test opary na ilorazie wiarygodnosci tzn. tworzymy dwa
modele z i bez efektu genu btn3al, nastepnie obliczamy
logarytmy funkcji wiarygodnosci dla kazdego z modeli i
wyznaczamy statystyke A. Rozktad lambdy to 3.

Istotnos$¢ efektow losowych:

b test opary na ilorazie wiarygodnosci tzn. tworzymy dwa
modele z i bez efektu genu osobniczego, nastepnie obliczamy
logarytmy funkcji wiarygodnosci dla kazdego z modeli i
wyznaczamy statystyke A. Rozktad lambdy to %X% + %xf
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4 Przyktad
T

Istotnos¢ efektéw statych:

» Efekt genu BTN3al wynosi —1.03 z p-wartoscia p = 0.299
Istotnos¢ efektow losowych:

b Statystyka A = 243.92 z p-wartoscig p = 5.49e — 55
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Przyktadowy program

Model:
y=XB+Zu+e

Predykcja efektéw losowych:
XTR1X XTRlz ,8 XTR1 y
ZTRIXZTR1Z+ G 1 ZTR 1y

Warto przypomniec sobie funkcje cbind() i rbind()
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Pzyktadowy program

sigma a=0.3 #starting value for additive polygenic variance
sigma e=0.7 #starting value for error variance

mme=function(y,X,Z1,R,sigma_a,sigma_e) #Mixed model egquations
{

Gl=ginv (A) *c (sigma_e)/c(sigma_a)

C=rbkind (ckbind(t (X)$*3X, t (X) $*%21),

cbind(t (Z21)$*3X,t (21)%*3Z21+Gl)) #coefficients matrix

r=rbind (t (X)3$*3y,t(Z21)3*3y)

mme=ginv (C) $*$r #solution for fixed and random effects

list (C=C, mme=mme)
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4 Model mieszany - algorytm EM

-

Estymatory parametréw wariancji uzyskane przy pomocy algorytmu
EM:

o2l o A-1GM 4 tr(A-1C, 1ol
u

> - NA

ey € el 4 #r([x, Z]IC X, 2] )oY
‘ N

b o
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Pzyktadowy program

EM=function(y,X,Z1,A,sigma_a,sigma_e) #EM estimators for variance components
{

n=din (X) [1] #number of animals

n_X=dim (X) [2] #number of fixed effects

t=1 #iteration No. 1
tmp=0.1 #test of convergance
print(t)

while (tmp>0.001)

{
mme new=mme (v,X,21,A,sigma_a,sigma_e)
C_new=ginv (mme_new$C)
Ca=C_new[ (n_X+1): (n_X+n), (n_X+1): (n_X+n)]
mme2=mme new$mme

a=as.matrix (mme2 [ (n_X+1): (n_X+n)])
sigma_a new=(t(a)¥*%ginv (A)F*3a+
sur (diag (ginv (&) $*3Ca)) *c (sigma_e) )/n
res=as.matrix (y-X%¥*3as.matrix (mme2[1l:n X])-
Zl%*%as.matrix (mme2[ (n_X+1): (n_X+n)]))
sigma_e_ new=(t (res)%*%res+
sur (diag (cbkind (X, 21) $*3C_new%*3t (cbind (X,21)))) *c(sigma_e) )/n
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Pzyktadowy program

tmp=max (c (abs (sigma_a-sigma_a_new),abs(sigma_e-sigma_e _new))) #test of con
print (tmp)

sigma_a=sigma_a_new
sigma_e=sigma_e_new

t=t+1
print(t)

}

V=Z1%*% (A*c(sigma_a)) ¥*3t (Z1) +diag(n) *c(sigma_e)

gV=ginv (V)

logL=n*log (2*pi)+log (det (V) )+
t(y-X$*3as.matrix (mme2[1:n X]))$*3gVE*3 (y-X¥*3as.matrix (mme2[1:n X]))+
log(det (t(X)3$*3gVE*3X))

write.table (rbind(sigma_a,0,sigma_e,logL,t),paste (path, "Results/",
traic, " _HO.txt",sep=""),
col.names=F,row.names=F,sep=";") #vriting results to file
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# Wstep
—u

Modelowanie efektéw gendw zlokalizowanych na chromosomie sz6-
stym Bos taurus jako zmiennych w czasie przy uzyciu modeli miesza-
nych z regresjami losowymi

» QTL (ang. Quantitative Trait Locus) — region na chromoso-
mie zwigzany z sitg ekspresji danej cechy ilosciowej (np. wydaj-
nos¢ mleka u kréw). Na jedng ceche moze wptywaé kilka QTL
z r6zna sita.

Tomasz Suchocki Modele liniowe Whvktad 10 392 /5§



Wstep

1. Zmiennos¢ genetyczna

» wiele loci z matymi efektami (efekt poligenéw)

» kilka loci z duzymi efektami (QTL)

poligeny

efekt genu

liczba genéw
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Wstep

2. Model mieszany z regresjami losowymi
» wiele obserwacji dla kazdego osobnika
» modelowanie struktury kowariancji na poziomie genetycznym

» efekty zmienne w czasie

o
oN
—o— n=0 —— n=2
7 —A— n=1 —A— n=3
o | &
—_
oy
& 4
[3
< o
S
e |
o T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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Wstep

3. Chromosom szésty Bos taurus
» obecnos¢ wielu QTL
» dotychczas efekt QTL staty w czasie

» brak mutacii funkcionalnvch

18 20 22 24
| |

wariancja fenotypowa

16
|

0 50 100 150 200 250 300

dzien laktacji
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Cele

e

1. Sprawdzenie nowego modelu pod katem przydatnosci do detekcji
QTL.

2. Sprawdzenie, czy istotne QTL s state, czy zmienne w czasie.

3. Préba estymacji nowych pozycji QTL na chromosomie széstym
Bos taurus.

Tomasz Suchocki Modele liniowe Whvktad 10 26 /55



Zbiér danych - zwierzeta

b 716 kréw rasy holsztyrisko-fryzyjskie;
» 23 ojcdw
» 9 stad
b wiele obserwacji fenotypowych (6 497)

b rozwazane cechy
» dzienna wydajno$¢ mleka

i

zrédto: http://www.wikipedia.org
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Zbiér danych - markery

BMS3
INRA133
BM1329
BM143
BMS382
BM3026
BMS470
BMS360
BM4528
BM4621
MB062
BMSB4049
CSPS100
BMS2460
BP7
BMC4203
P8
BM9257
BL1038
IMP12

Tomasz Suchocki Modele liniowe

N  Marker Potozenie (cM) Allele
1 BM1329 0.00 6
2 BMS2508 8.54 7
3 BMS1242 17.44 7
4 BM143 18.33 7
5 BMS518 23.57 4
6 BM4322 28.47 7
7 BMS470 32.00 4
8 ILSTS097 37.04 2
9 RMO028 43.79 4
10 BMA415 46.56 7
11 ILSTS035 51.87 9
12 ILSTS087 54.34 3
13 BMS2460 58.06 4
14 BP7 63.50 5

MARC map (lhara et al., 2004)
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Zbiér danych - chromosom 6

[ ]
T BM1329 e
[ ]
1 Bms470
1 BMS2508 +1LSTS097
region 420-Kpz 1 Rvozs
ABCG2
| BMS1242 orn | Bmats
BM143 klaster kazeiny
CSN1S1
‘L LAP3
| CSN2
11LSTS035
1BMs518 —=  PPARGCT STS!
1iLsTsos7 | CSN1S2
CSN3
T B2 + BMS2460
L ]
[ ]
® L Bp7
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# Wykorzystane modele - model 1

yi=p+ B+ i+ pi + €,

» y; — skumulowana 305 — dniowa wartos$¢ cechy dla osobnika i
b [ — efekty state

b «; — losowy efekt addytywnie poligeniczny, a ~ N (O,Aog)
» pi — losowy efekt QTL, p ~ N (0,1BDo?)

b € —residua, e~N (0, |NO'§>
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Wykorzystane modele - macierz IBD

IBD (ang. ldentical By Descent) — oszacowanie podobienstwa
genetycznego pomiedzy osobnikami w danym miejscu genomu.

12 o 1/2 1/3 12 o
HO O B
IBD=0 IBD=1 IBD=2

9 = %P(IBD — 1)+ P(IBD = 2)
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Wykorzystane modele - macierz A a macierz IBD

w
> ooo 000500000000
=) oo ooo o \ %000
—— wspdtczynnik pokrewieristwa ° \
—e— wspdtczynnik IBD P
wspotezynni °/ o %0, °°o
< | y, °
° o
«
=}
o
h O
~ o
o /
[
e /
\ o ?
%, Lo,
- oo o
S ° 00g Lo
°oo°‘°'o

o | BMS2508 BM143 BM4322 ILSTS097 BM415 ILSTS087 BP7
° | | | | | |

I T [ T I I I

0 10 20 30 40 50 60

BM1329 BMS1242 BMS518 BMS470 RM028 ILSTS035 BMS2460
cM
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# Wykorzystane modele - model 2

2 2
yi=pB+ Z Qim®m(Tij) + pi + Z Eim®m(Tij) + €ij,
m=0 m=0

» Yy — jta obserwacja dla osobnika i
» dm(7ij) — mty wielomian Legendre'a w czasie 7j;

b «jm — mty wspotczynnik regresji losowej dla efektu addytywnie
poligenicznego, a ~ N (0,A ® G,)

» &im — mty wspétczynnik regresji losowej dla efektu trwale
srodowiskowego, & ~ N (0,Iya @ Py)
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Wykorzystane modele - model 3

2 2 2
Yij = B + Z Oéim¢m(7—ij) + Z Pim(bm(Tij) + Z gim¢m(7—ij) + €ij5
m=0 m=0 m=0

b pim — mty wspotczynnik regresji losowej dla efektu QTL,
p~N(0,IBD®G,)
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» Hipotezy dla modeli 1 i 2:

Wykorzystane modele - testowane hipotezy

Ho:af):O Vs. H1:027é0

» Hipotezy dla modelu 3:

Ho:G,=0 ws.

Tomasz Suchocki Modele liniowe

Hi : G, jest macierzg nieujemnie

okreslona o wymiarze 3 x 3
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Wykorzystane modele - testowane hipotezy

» Hipotezy do poréwnywania modeli 2 i 3:

Tomasz Suchocki Modele liniowe

vs. Hi:G, =

Whvktad 10

2
o5 Gpi2

-
Gp12Gp22
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Wykorzystane modele - ilos¢ parametréw do estymacji

» Model 1 - 3 parametry (<65 cM x 4 cechy = 780)

2 2 2
Ogr Op 1 O¢

» Model 2 — 14 parametréw (3 640)

Gao. o*f,, P¢io?

» Model 3 - 19 parametréw (4 940)
Ga. Gy, P¢ i 02

G.. G,, P¢ sa wymiaru 3 x 3
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4 Uzyte oprogramowanie

1. ASReml

» estymacja parametréw wariancji

2. LOKI

» estymacja macierzy IBD

3. R - samodzielnie napisane programy do:

» wyznaczania macierzy spokrewnien A
» rozwigzywania uktadu réwnahn modelu mieszanego
» wyznaczania wartosci funkcji wiarygodnosci

P wyznaczania wartosci statystyki testu opartego na ilorazie
wiarygodnosci
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Wyniki - wydajnos¢ mleka (model 1)

(=3
3
—— nominalna wartos¢ krytyczna
—— wartos¢ krytyczna po korekcie Bonferroniego
ﬁ -
o
N
—~
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Eoe
14
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o
o
.
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° 0000 00
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Wyniki - wydajnos¢ mleka (model 2)
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Wyniki - wydajnos¢ mleka (model 3)
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Wyniki - wydajnos¢ mleka (wariancja QTL)
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Whioski

e

» Modele uwzgledniajagce zmienny w czasie efekt QTL maja wiek-
sza moc detekcji niz modele z efektem QTL statym w czasie.

» Modele ze statym efektem QTL nie s3 w stanie wykry¢ QTL o
wyraznie zmiennym efekcie .
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Dziekuje za uwage
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