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Przykład 1 - transplantacja serca

Rysunek 1: Czas do transplantacji serca oraz czas przeżycia dla 82 pacjentów
wybranych z Programu Transplantacji Serca Stanford (Turnbull et al., 1974).
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Przykład 1 - transplantacja serca

Rysunek 2: Prawdopodobieństwo przeżycia osób zakwalifikowanych do prze-
szczepu serca estymowane przy pomocy krzywych Kaplana-Meiera (Turnbull et
al., 1974).
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Przykład 2 - przewlekła białaczka szpikowa

Rysunek 3: Krzywa przeżycia dla pacjentów z przewlekłą białaczką szpikową
(Peto et al., 1977).
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Przykład 2 - przewlekła białaczka szpikowa

Rysunek 4: Krzywe przeżycia dla pacjentów z przewlekłą białaczką szpikową
poddawanych chemioterapii (Busulphan) lub radioterapii (Peto et al., 1977).
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Przykład 3 - antykoncepcja

Rysunek 5: Skumulowana stopa “regeneracji” spermy po zaprzestaniu zażywania
gossypolu (Meng et al., 1988).
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PODSTAWOWE IDEE STATYSTYKI
MATEMATYCZNEJ

WYKORZYSTYWANE W ANALIZIE
PRZEŻYCIA
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Mediana czasu przeżycia

Mediana czasu przeżycia - wartość dla której 50% osób ma dłuższy czas
przeżycia i 50% osób ma krótszy czas przeżycia.

Dlaczego nie używamy średniego czasu przeżycia?

Zazwyczaj rozkład czasu przeżycia jest skośny (mała ilość osób chorych
żyje długo).
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Mediana czasu przeżycia

Rysunek 6: Rozkład czasu pomiędzy pierwszym symptomem a diagnozą raka
piersi dla 145 kobiet. Średnia wynosi 225.1, a mediana 185 dla skali oryginalnej
i odpowiednio 5.220 i 5.151 dla skali zlogarytmowanej.
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Przedziały ufności

W analizie przeżycia ważną rolę odgrywają przedziały ufności:

X − z1−α
2
· S√

n
< µ < X + z1−α

2
· S√

n

Rysunek 7: Dolny i górny α
2 punkt standardowego rozkładu normalnego
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Przedziały ufności

Statystyka Parametr Estymator Błąd
standardowy

średnia µ X = 1
n

∑n
i=1 xi

S√
n

różnica średnich δ = µA − µB d = XA − XB

√
S2
A

nA
+

S2
B

nB

proporcja π p = r
n

√
p(1−p)

n

różnica proporcji δ = πA − πB d = pA − pB

√
pA(1−pA)

nA
+ pB (1−pB )

nB

Tabela 1: Statystyki i ich błędy standardowe.
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Przedziały ufności - przykład

Lekarstwo nie wyleczony wyleczony łącznie procent
niewyleczonych

pirenzepina 7 (a) 23 (c) 30 (a+c) 23.33
trithiozina 13 (b) 18 (d) 31 (b+d) 41.94
łącznie 20 (r) 41 (s) 61 (n)

Tabela 2: Pacjenci chorujący na wrzody żołądka z podziałem na grupy leczone
pirenzepiną (P) i trithioziną (T) (Familiari et al., 1981).

Mamy nP = 30, pP = 0.2333, nT = 31 i pT = 0.4194. Obserwowana
różnica pomiędzy sposobami leczenia wynosi d = pT − pP = 0.1861. Błąd
standardowy dla estymatora d wynosi:

SE =

√
pT (1 − pT )

nT
+

pP(1 − pP)

nP
= 0.1175.

Przedział ufności dla parametru δ wynosi:

−4% < δ < 42%.
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Iloraz ryzyka (Hazard ratio)

Załóżmy, że OA oznacza obserwowaną ilość zgonów w grupie A oraz EA

oznacza oczekiwaną ilość zgonów w tej grupie. Wtedy OA

EA
oznacza rela-

tywną śmiertelnność w grupie A. Podobnie OB

EB
oznacza relatywną śmier-

telnność w grupie B. Iloraz ryzyka definiujemy jako:

HR =
OA

EA

OB

EB

=
OAEB

EAOB
.

Interpretacja:
HR = 1 - nie ma różnic pomiędzy grupami A i B,
HR > 1 - ryzyko w grupie A jest większe niż w grupie B,
HR < 1 - ryzyko w grupie B jest większe niż w grupie A.

Przykład: Jeśli HR = 3 to znaczy, że ryzyko śmierci w grupie A jest trzy-
krotnie wyższe niż w grupie B. Jeśli HR = 0.5 to znaczy, że ryzyko śmierci
w grupie A jest dwukrotnie niższe niż w grupie B.
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Ryzyko względne (Relative risk)

Azbest zdiagnozowany niezdiagnozowany łącznie
międzybłoniak międzybłoniak

Typ I a c a+c
Typ II b d b+d
łącznie r s n

Tabela 3: Zestawienie robotników narażonych na dwa rodzaje azbestu oraz in-
formacja, czy zachorowali na międzybłoniaka czy nie.

Na podstawie powyższej tabeli ryzyko względne definiujemy jako:

RR =
a

a+c
b

b+d

=
a(b + d)

(a+ c)b
,

czyli ryzyko wystąpienia międzybłoniaka u robotników narażonych na azbest
typu I dzielimy przez ryzyko wystąpienia międzybłoniaka u robotników na-
rażonych na azbest typu II. Interpretacja RR jest analogiczna jak w przy-
padku HR.

16 / 48



Ryzyko względne - Przykład

Na podstawie danych z Tablicy (2) mamy:

RR =
7 · 31
13 · 30

= 0.5564.

Oznacza to, że pacjenci leczeni trithioziną mają około dwa razy większe
ryzyko, iż nie zostaną wyleczeni z wrzodów niż ci, którzy byli leczeni piren-
zepiną.
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Iloraz szans (Odds ratio)

Używając danych z powyższej tabeli (Tablica 3) iloraz szans jest definio-
wany jako:

OR =
a
c
b
d

=
ad

bc

Na podstawie danych z Tablicy (2) mamy:

OR =
7 · 18
13 · 23

= 0.42.

Oznacza to, że pacjenci leczeni trithioziną mają około 2.4 razy większe
szanse na niewyleczenie, niż pacjenci, którzy byli leczeni pirenzepiną.
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Zależność między RR i OR

Zakładając, że w Tablicy (3) zdarzenie pojawia się z bardzo małym praw-
dopodobieństwem tzn. z dużej liczby robotników tylko kilku zachoruje na
międzybłoniaka. Wtedy

a

(a+ c)
≈ a

c
i

b

(b + d)
≈ b

d
.

Na podstawie powyższych przybliżeń mamy zależność:

OR ≈ RR.
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KRZYWE PRZEŻYCIA
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Czas przeżycia

Czas przeżycia jest mierzony od jednego zdarzenia (np. start leczenia) do
innego zdarzenia (np. śmierć). Pacjentów, dla których nie zaobserwowa-
liśmy danego zdarzenia nazywamy zmiennymi cenzorowanymi. Wszystko
co wiemy to, że taki pacjent dożył do danego punktu czasu. Przyczyną
cenzorowania może być również przerwanie leczenia przez pacjenta.
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Czas przeżycia

Rysunek 8: Pacjenci włączeni do badań w różnym czasie ze znanym (•) lub
cenzorowanym (◦) czasem przeżycia.
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Czas przeżycia

Rysunek 9: Tabela z czasem przeżycia dla pacjentów z Rysunku (8).

23 / 48



Czas przeżycia

Rysunek 10: Dane z Rysunku (8) uszeregowane ze względu na czas przeżycia.
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Czas przeżycia

Niech T będzie (nieujemną) zmienną losową oznaczającą czas do intere-
sującego nas zdarzenia (survival time). Wtedy dystrybuanta

F (t) = P(T ≤ t), t > 0

oznacza prawdopodobieństwo, że nasze zdarzenie wydarzy się przed czasem
t.

W bioinformatyce (oraz biomedycynie) używa się funkcji przeżycia (survival
function)

S(t) = P(T ≥ t) = 1 − F (t−)

wtedy S(t) oznacza, że obiekt przeżyje do czasu t.
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Czas przeżycia

Własności S(t) = P(T ≥ t) = 1 − F (t−):

w t = 0 mamy S(t) = 1, czyli nikt jeszcze nie umarł

w t = +∞ mamy S(t) = 0, czyli każdy musi kiedyś umrzeć
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Estymator Kaplana-Meiera

Rysunek 11: Czas do transplantacji serca oraz czas przeżycia dla 82 pacjentów
wybranych z Programu Transplantacji Serca Stanford (Turnbull et al., 1974).
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Metoda Kaplana-Meiera

Założenie: czas przeżycia jest niezależny od czynnika powodującego cen-
zorowanie danych.
Estymator Kaplana-Meiera funkcji przeżycia:

Ŝ(t) =
∏
j :tj≤t

rj − dj
rj

, dla0 ≤ t ≤ t+

gdzie
{tj : j = 1, 2, . . . , n} - zbiór wszystkich momentów wystąpienia zda-
rzenia
dj - liczba wystąpień zdarzenia w chwili tj
rj = nj − wj - liczba obserwowanych obiektów zagrożonych w chwili
tj

nj - liczba obserwowanych obiektów w chwili tj
wj - liczba obiektów uciętych w okresie (tj−1, tj) - np. pacjent wypi-
sany ze szpitala
t+ - moment zakończenia badania
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Krzywe przeżycia

Rysunek 12: Estymator krzywej przeżycia Kaplana-Meiera dla 24 pacjentów cho-
rych na raka jelita grubego (McIllmurray and Turkie, 1987).

29 / 48



Mediana czasu przeżycia

W zbiorze danych nie ma obserwacji cenzorowanych

M =

{
t([n+1]/2) n jest nieparzyste
0.5 ·

(
t(n/2) + t(n/2+1)

)
n jest parzyste

W zbiorze danych występują obserwacje cenzorowane
Wyznaczyć krzywą przeżycia S(t) Kaplana-Meiera

Znaleźć wartość M dla której S(M) = 0.5
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Mediana czasu przeżycia - przykład

Rysunek 13: Mediana przeżycia (M=6) dla pacjentów chorych na stwardnienie
rozsiane.
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Przedziały ufności dla S(t)

Metoda Greenwooda

SEGR [S(t)] = S(t)

t−1∑
j=0

dj
rj(rj − dj)

 1
2

Przykład dla danych z Rysunek (11) w punkcie czasu t = 12:

SEGR [S(12)] = 0.6522
[

4
23 · (23 − 4)

+
2

19 · (19 − 2)

] 1
2

= 0.0808

CI (95%)=(S(t)− 1.96 · SEGR [S(t)];S(t) + 1.96 · SEGR [S(t)]) =

=(0.4938; 0.8106)
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Przedziały ufności dla S(t)

Metoda Peto

SEP [S(t)] =

(
S(t)[1 − S(t)]

R(t)

) 1
2

,

gdzie R(t) = n − ct , ct jest ilością cenzorowanych danych do chwili t.

Przykład dla danych z Rysunek (11) w punkcie czasu t = 12:

SEP [S(12)] =
(

0.6522[1 − 0.6522]
23

) 1
2

= 0.0993

CI (95%)=(S(t)− 1.96 · SEP [S(t)];S(t) + 1.96 · SEP [S(t)]) =

=(0.4575; 0.8468)
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Hazard rate

Podstawowe pojęcia:

mortality rate - procent populacji, dla której będzie miało miejsce ocze-
kiwane zdarzenie (np. śmierć) w okresie między t oraz t + 1, dla których
zdarzenie nie zaszło do czasu t.

m(t) = P(t ≤ T < t + 1|T ≥ t)

hazard rate

λ(t) = lim
∆t→0

P(t ≤ T < t +∆t|T ≥ t)

∆t
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Hazard rate

Wzór:
λ(t) = lim

∆t→0

P(t ≤ T < t +∆t|T ≥ t)

∆t

można zapisać jako

λ(t) =
lim

∆t→0

P(t ≤ T < t +∆t)

∆t
P(T ≥ t)

=
f (t)

S(t)
=−S

′
(t)

S(t)
=

=−d log[S(t)]

dt

Całkując obie strony otrzymujemy skumulowaną funkcję hazardu

Λ(t) =

∫ t

0
λ(u)du = log[S(0)]− log[S(t)] = − log[S(t)]
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Hazard rate

Ze wzoru:

Λ(t) = − log[S(t)]

można wyliczyć S(t)

S(t) = exp (−Λ(t)) = exp

(
−
∫ t

0
λ(u)du

)
Zależność wariancji funkcji przeżycia od wariancji hazardu skumulowanego:

var(Ŝ(t)) = Ŝ2(t)var(Λ̂(t))

UWAGA!!!
hazard rate nie jest prawdopodobieństwem, może być większy od 1.
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Hazard rate - przykład

Na podstawie Rysunku (11) wyznaczymy roczną funkcję hazardu dla pa-
cjentów:

1. Sześcioro pacjentów zmarło (czworo w 6 i dwoje w 8 miesiącu), czyli
przeżyli łącznie f1 = 6 · 4 + 2 · 8 = 40 miesięcy. Z pacjentów, którzy
przeżyli jeden był cenzorowany w trzecim miesiącu, a siedemnaścioro
dożyło do końca roku, czyli przeżyli łącznie F1 = 1 · 3+ 17 · 12 = 207
miesięcy. Wszyscy pacjenci przeżyli f1 + F1 = 247 miesięcy. Funkcja
hazardu dla pierwszego roku wynosi h1 = d1

f1+F1
= 6

247 = 0.02429 na
miesiąc lub 0.02429 · 12 = 0.29 na rok.

2. h2 = 0.019608 na miesiąc lub 0.24 na rok.

3. h3 = 0.06061 na miesiąc lub 0.73 na rok.

4. h4 = 0.16667 na miesiąc lub 2.00 na rok.

Co zrobić ze zdarzeniami na brzegach przedziałów (np. zgon nastąpił w 12
miesiącu)?
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Metoda Flemingtona-Harringtona

Zależność między funkcją przeżycia, a skumulowanym hazardem ma po-
stać:

S(t) = exp (−Λ(t))

Estymator Nelsona-Aalena skumulowanego hazardu ma postać:

Λ̂(t) =
∑
j :tj≤t

dj
rj
, 0 ≤ t ≤ t+

gdzie tj , rj , dj - jak w przypadku estymatora Kaplana-Meiera.
Estymator Flemingtona-Harringtona funkcji przeżycia otrzymamy przez pod-
stawienie estymatora Nelsona-Aalena do funkcji skumulowanego hazardu

Š(t) = exp (−Λ̂(t))
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Porównanie estymatorów KM i FH

Dla dowolnego t mamy oszacowanie

Š(t)=exp (−Λ̂(t)) = exp

−
∑
j :tj≤t

dj
rj

 =

=
∏
j :tj≤t

exp

(
−dj
rj

)
≥

∏
j :tj≤t

(
1 − dj

rj

)
= Ŝ(t)
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Pakiet R
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Pakiet R

1 library(survival)
2 data(heart)
3 attach(heart)
4 head(heart)

Rysunek 14: Dane “heart” zaimportowane do pakietu R.
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Pakiet R

1 ?heart

Rysunek 15: Opis danych “heart”.

42 / 48



Pakiet R

1 heart$time = heart$stop − heart$start
2 Surv(heart$time, heart$event)
3 survfit(Surv(heart$time, heart$event)~1)

Rysunek 16: Prezentacja funkcji “Surv()” i survfit” w pakiecie R.
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Pakiet R

1 summary(survfit(Surv(heart$time, heart$event)~1))

Rysunek 17: Podstawowe statystyki dla funkcji “survfit” w pakiecie R.
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Pakiet R

1 plot(survfit(Surv(heart$time, heart$event)~1),col=’red’)
2 lines(survfit(Surv(heart$time, heart$event)~1,type="fleming−harrington"),col=’blue’)

Rysunek 18: Krzywe przeżycia Kaplana-Meiera.
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Pakiet R

1 plot(survfit(Surv(heart$time, heart$event)~heart$surgery),col=’red’)

Rysunek 19: Krzywe przeżycia Kaplana-Meiera.
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Pakiet R

1 survdiff(Surv(heart$time, heart$event)~heart$surgery)

Rysunek 20: Test log rank.
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