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Przyktad 1 - transplantacja serca

Patients not receiving
a transplant

Patients receiving a transplant

X State® Y z State Y 2] State
49 D 0 15 D 82 663 A
5 D 35 3 D 31 253 D
17 D 50 624 D 40 147 D
2 D 11 46 D 9 51 D
39 D 25 127 D 66 479 A
84 D 16 61 D 20 n D
7 D 36 1350 D 77 442 A
0 D 27 312 D 2 65 D
35 D 19 24 D 26 419 A
36 D 17 10 b 32 362 A
1400 A 7 1024 b 13 64 D
5 D 11 39 D 56 228 D
34 D 2 730 D 2 65 D
15 D 82 136 D 9 264 A
11 D 24 1379 A 4 25 D
2 D 70 1 D 30 193 A
1 D 15 836 D 3 196 A
39 D 16 60 b 26 63 D
8 D 50 1140 A 4 12 D
101 D 2 1153 A 45 103 A
2 D 45 54 D 25 60 A
148 D 18 47 D 3 43 A
1 2 4 0 b

68 2 1 43 D

31 D 40 971 A

1 D 57 868 A

20 D 0 4“4 b

118 A 1 780 A

91 A 20 51 D

427 A 35 710 A

Rysunek 1: Czas do transplantacji serca oraz czas przezycia dla 82 pacjentéw
wybranych z Programu Transplantacji Serca Stanford (Turnbull et al., 1974).
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Przyktad 1 - transplantacja serca
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Rysunek 2: PrawdopodobiefAstwo przezycia oséb zakwalifikowanych do prze-
szczepu serca estymowane przy pomocy krzywych Kaplana-Meiera (Turnbull et
al., 1974).
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Przyktad 2 - przewlekta biataczka szpikowa

e l“- = 102 patients
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Rysunek 3: Krzywa przezycia dla pacjentéw z przewlekta biataczka szpikowa
(Peto et al., 1977).
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Przyktad 2 - przewlekta biataczka szpikowa

'Life table' estimate of survivors
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Rysunek 4: Krzywe przezycia dla pacjentéw z przewlekty biataczka szpikowa
poddawanych chemioterapii (Busulphan) lub radioterapii (Peto et al., 1977).
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Przyktad 3 - antykoncepcja

Cumulative recovery rate (%)
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Rysunek 5: Skumulowana stopa “regeneracji”’ spermy po zaprzestaniu zazywania
gossypolu (Meng et al., 1988).
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PODSTAWOWE IDEE STATYSTYKI
MATEMATYCZNEJ
WYKORZYSTYWANE W ANALIZIE
PRZEZYCIA



Mediana czasu przezycia

Mediana czasu przezycia - wartos¢ dla ktérej 50% oséb ma diuzszy czas
przezycia i 50% oséb ma krétszy czas przezycia.
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Mediana czasu przezycia

Mediana czasu przezycia - wartos¢ dla ktérej 50% oséb ma diuzszy czas
przezycia i 50% oséb ma krétszy czas przezycia.

Dlaczego nie uzywamy Sredniego czasu przezycia?
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Mediana czasu przezycia

Mediana czasu przezycia - wartos¢ dla ktérej 50% oséb ma diuzszy czas
przezycia i 50% oséb ma krétszy czas przezycia.

Dlaczego nie uzywamy Sredniego czasu przezycia?

Zazwyczaj rozktad czasu przezycia jest skosny (mata ilos¢ oséb chorych
zyje dtugo).
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Mediana czasu przezycia

Oryginalna skala Skala zlogarytmowana
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Rysunek 6: Rozktad czasu pomiedzy pierwszym symptomem a diagnoza raka
piersi dla 145 kobiet. Srednia wynosi 225.1, a mediana 185 dla skali oryginalnej
i odpowiednio 5.220 i 5.151 dla skali zlogarytmowane;j.
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Przedzialy ufnosci

W analizie przezycia wazna role odgrywaja przedziaty ufnosci:

- S - S
X—z1 o —<pu<X+2z_a - —
2 \/E

Jn

R

%1 -al2 o *1-ar2

Rysunek 7: Dolny i gérny & punkt standardowego rozktadu normalnego
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Przedzialy ufnosci

Statystyka Parametr Estymator Btad
standardowy
$rednia I X=13" % %
réznica érednich 6 =pa—pug d=Xa—Xp + S
proporcja 0 p=r ”(%")
réznica proporcji 0 =7a—7g d=pas— ps \/”A(ln;p") + pB(lﬂ;pB)

Tabela 1: Statystyki i ich btedy standardowe.
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Przedzialy ufnosci - przyktad

Lekarstwo nie wyleczony  wyleczony tacznie procent

niewyleczonych
pirenzepina 7 (a) 23 (c) 30 (a+c) 23.33
trithiozina 13 (b) 18 (d) 31 (b+d) 41.94
facznie 20 (r) 41 (s) 61 (n)

Tabela 2: Pacjenci chorujacy na wrzody zotadka z podziatem na grupy leczone
pirenzeping (P) i trithiozing (T) (Familiari et al., 1981).

Mamy np = 30, pp = 0.2333, n = 31 i pr = 0.4194. Obserwowana
réznica pomiedzy sposobami leczenia wynosi d = pr — pp = 0.1861. Btad
standardowy dla estymatora d wynosi:

1— 1—
SE:\/pT( pr)  PP(L=PP) _ 1175
nr np

Przedziat ufnosci dla parametru 6 wynosi:

—4% < 6 < 42%.
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lloraz ryzyka (Hazard ratio)

Zatézmy, ze Op oznacza obserwowang ilos¢ zgonéw w grupie A oraz Ex

oznacza oczekiwang ilo$¢ zgondéw w tej grupie. Wtedy %:‘ oznacza rela-

L. . . .0 L.
tywna $miertelnnos¢ w grupie A. Podobnie £2 oznacza relatywna $mier-

telnno$é w grupie B. lloraz ryzyka definiujemy jako:

Ea OAEB
HR = Eo — .
% = E0s

B

Interpretacja:

@ HR =1 - nie ma réznic pomiedzy grupami A i B,

@ HR > 1 - ryzyko w grupie A jest wieksze niz w grupie B,

@ HR < 1 - ryzyko w grupie B jest wieksze niz w grupie A.
Przyktad: Jesli HR = 3 to znaczy, ze ryzyko $mierci w grupie A jest trzy-
krotnie wyzsze niz w grupie B. Jesli HR = 0.5 to znaczy, ze ryzyko $mierci

w grupie A jest dwukrotnie nizsze niz w grupie B.
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Ryzyko wzgledne (Relative risk)

Azbest zdiagnozowany niezdiagnozowany tacznie
miedzybtoniak miedzybtoniak

Typ | a C a+c

Typ |l b d b+d

tacznie r s n

Tabela 3: Zestawienie robotnikéw narazonych na dwa rodzaje azbestu oraz in-
formacja, czy zachorowali na miedzybtoniaka czy nie.

Na podstawie powyzsze] tabeli

RR =

ryzyko wzgledne definiujemy jako:

ste _ a(b+d)

b - )
bid (a+c)b

czyli ryzyko wystapienia miedzybtoniaka u robotnikéw narazonych na azbest
typu | dzielimy przez ryzyko wystgpienia miedzybtoniaka u robotnikéw na-
razonych na azbest typu Il. Interpretacja RR jest analogiczna jak w przy-

padku HR.
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Ryzyko wzgledne - Przyktad

Na podstawie danych z Tablicy (2) mamy:

7-31
R = 1330 — 0.5564.

Oznacza to, ze pacjenci leczeni trithiozing majg okoto dwa razy wieksze
ryzyko, iz nie zostang wyleczeni z wrzodéw niz ci, ktérzy byli leczeni piren-
zeping.
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[loraz szans (Odds ratio)

Uzywajac danych z powyzszej tabeli (Tablica 3) iloraz szans jest definio-
wany jako:
ad

alo|a v

Na podstawie danych z Tablicy (2) mamy:

7-18

OR=133~

0.42.

Oznacza to, ze pacjenci leczeni trithiozing maja okoto 2.4 razy wieksze
szanse na niewyleczenie, niz pacjenci, ktérzy byli leczeni pirenzepina.
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Zaleznos¢ miedzy RR i OR

Zaktadajac, ze w Tablicy (3) zdarzenie pojawia sie z bardzo matym praw-
dopodobienstwem tzn. z duzej liczby robotnikéw tylko kilku zachoruje na
miedzybtoniaka. Wtedy

b
(b+d)

(a+¢)

~
~

~
~

Olo
Q| o

Na podstawie powyzszych przyblizei mamy zaleznos¢:

OR =~ RR.

19/48



KRZYWE PRZEZYCIA
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Czas przezycia

Czas przezycia jest mierzony od jednego zdarzenia (np. start leczenia) do
innego zdarzenia (np. $mieré). Pacjentéw, dla ktérych nie zaobserwowa-
lismy danego zdarzenia nazywamy zmiennymi cenzorowanymi. Wszystko
co wiemy to, ze taki pacjent dozyt do danego punktu czasu. Przyczyna
cenzorowania moze by¢ réwniez przerwanie leczenia przez pacjenta.
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Czas przezycia

Jan 2001 Jan 2002 Jan 2003 Jan 2004
L " n

rauent

Patient accrual Observation only Time of
period period analysis

Rysunek 8: Pacjenci wiaczeni do badan w réznym czasie ze znanym (e) lub
cenzorowanym (o) czasem przezycia.
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Czas przezycia

Date of entry

Time at entry

Time at death or
censoring since Death (D) or

Survival time ¢

Patient (dd.mm.yyyy) (days) 01.01.2000 (days)  censored (C) or T+ (days)
1 01.01.2001 ] 910 D 910
2 01.01.2001 a 752 C 752+
3 26.03.2001 84 1090 D 1006
4 26.04.2001 115 451 (& 336+
5 23.06.2001 173 1096 C 923+
6 09.07.2001 189 307 (8 118+
7 22.07.2001 202 816 D 614
8 02.08.2001 213 762 C 549+
9 01.,09,2001 243 1097 (8 854+

10 07.10.2001 279 431 D 152

11 14.12.2001 347 644 C 207+

12 26.12.2001 359 1000 D 641

Rysunek 9: Tabela z czasem przezycia dla pacjentéw z Rysunku (8).
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Czas przezycia

Survival time (months)

0 6 12 18 1 30 36
Ll T T T T T ]
6 —o0
M= ——
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1= o
£ 7 .
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L] o -0
1 -
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3 -

Rysunek 10: Dane z Rysunku (8) uszeregowane ze wzgledu na czas przezycia.
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Czas przezycia

Niech T bedzie (nieujemna) zmienna losowa oznaczajaca czas do intere-
sujacego nas zdarzenia (survival time). Wtedy dystrybuanta

F(t)=P(T <t), t>0

oznacza prawdopodobienstwo, ze nasze zdarzenie wydarzy sie przed czasem
t.

W bioinformatyce (oraz biomedycynie) uzywa sie funkcji przezycia (survival
function)
S(t)y=P(T>t)=1—-F(t")

wtedy S(t) oznacza, ze obiekt przezyje do czasu t.
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Czas przezycia

Wihasnosci S(t) =P(T >t)=1—-F(t™):
o wt =0 mamy S(t) =1, czyli nikt jeszcze nie umart

e wt =400 mamy S(t) =0, czyli kazdy musi kiedy$s umrze¢
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Estymator Kaplana-Meiera

Survival

time 1 Number at Observed po=1- 4 Survival
Rank (months) risk n, deaths d, n, proportion (1)
- 0 24 0 10000 1
1 3+ 24 0
2 6
3 6 23 4 0.8261 0.8261
4 6
5 6
6 8 ] 19 2 0.8947 0.7391
7 8
8 12 17 2 0.8824 0.6522
9 12
10 12+ 15 0
11 15+ 14 0
12 16+ 13 0
13 18+ ] 12
14 18+
15 20 10 1 0.9000 0.5780
16 22+ 9 0
17 24 8 1 0.8750 0.5136
18 28+
19 28+ 7 0
20 28+
21 30 4 1 0.7500 0.3852
2 30+ 3 0
23 33+ 2 0
24 42 1 1 0.0000 0

Rysunek 11: Czas do transplantacji serca oraz czas przezycia dla 82 pacjentéw
wybranych z Programu Transplantacji Serca Stanford (Turnbull et al., 1974).
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Metoda Kaplana-Meiera

Zatozenie: czas przezycia jest niezalezny od czynnika powodujacego cen-
zorowanie danych.
Estymator Kaplana-Meiera funkcji przezycia:

S =1]] rf%, dla0 < t < t+
j:fjfl’ rj
gdzie

o {tj:j=1,2,...,n} - zbiér wszystkich momentéw wystapienia zda-
rzenia

o d; - liczba wystapien zdarzenia w chwili ¢;

e rj = nj — w; - liczba obserwowanych obiektéw zagrozonych w chwili
G

@ n;j - liczba obserwowanych obiektéw w chwili t;

o wj - liczba obiektow ucietych w okresie (tj_1, t;) - np. pacjent wypi-
sany ze szpitala

o tt - moment zakonczenia badania
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Krzywe przezycia
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Rysunek 12: Estymatol

r krzywej przezycia Kaplana-Meiera dla 24 pacjentéw cho-

rych na raka jelita grubego (Mcllimurray and Turkie, 1987).
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Mediana czasu przezycia

o W zbiorze danych nie ma obserwacji cenzorowanych

) tin+11/2) n jest nieparzyste
0.5 (t(n/2) + t(,,/2+1)) n jest parzyste

@ W zbiorze danych wystepuja obserwacje cenzorowane
o Wyznaczy¢ krzywa przezycia S(t) Kaplana-Meiera

o Znalez¢ wartos¢ M dla ktérej S(M) = 0.5

30/48



Mediana czasu przezycia - przyktad

Percent Survival

Rysunek 13: Mediana przezycia (M=6) dla pacjentéw chorych na stwardnienie
rozsiane.
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Przedziaty ufnosci dla S(t)

Metoda Greenwooda
t—1

SEcr [S(t)] = 5(t) (Z O(Gdj—dj))

j=0
Przyktad dla danych z Rysunek (11) w punkcie czasu t = 12:

2
9-(19-2)

SEcr[S(12)] = 0.6522 [ + 1 ] = 0.0808

23. (23— 4)

C1(95%)=(S(t) — 1.96 - SEGr[S(t)]; S(t) + 1.96 - SEGr[S(t)]) =
=(0.4938; 0.8106)
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Przedziaty ufnosci dla S(t)

Metoda Peto

)

st - (S St01)

gdzie R(t) = n — ¢, ¢ jest iloscia cenzorowanych danych do chwili t.

Przyktad dla danych z Rysunek (11) w punkcie czasu t = 12:

SEp[S(12)] = (0'6522[12; 0'6522]) © 009903

CI(95%)=(S(t) — 1.96 - SEp[S(t)]; S(t) + 1.96 - SEp[S(t)]) =
=(0.4575; 0.8468)
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Hazard rate

Podstawowe pojecia:

mortality rate - procent populacji, dla ktérej bedzie miato miejsce ocze-
kiwane zdarzenie (np. Smier¢) w okresie miedzy t oraz t + 1, dla ktérych

zdarzenie nie zaszto do czasu t.

mt)=P(t<T<t+1|T >1t)
hazard rate

P(t<T At|T >
A) = Jim = <Z QL)
t—
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Hazard rate

Wzér: Pt < T AT >
t t t t
A(t) = Jim DEST<tTANT 2 1)

At—0 At

mozna zapisa¢ jako

P(t < T <t+ At)

||m ’
A0 A O f(t)  S(t)
AE) = B(T > tt) S50 S
_ dlog[S(1)
dt

Catkujac obie strony otrzymujemy skumulowana funkcje hazardu

N(t) = /Ot/\(U)du = log[5(0)] — log[S(1)] = — log[5(1)]
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Hazard rate

Ze wzoru:
A(t) = — log[S(t)]

mozna wyliczy¢ S(t)

S(t) = exp (~A(¢)) = exp (— /Ot )\(u)du)

Zaleznos¢ wariancji funkgji przezycia od wariancji hazardu skumulowanego:
2 ~
var(5(t)) = S=(t)var(A(t))

UWAGAI!!!
hazard rate nie jest prawdopodobiefistwem, moze by¢ wiekszy od 1.
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Hazard rate - przyktad

Na podstawie Rysunku (11) wyznaczymy roczna funkcje hazardu dla pa-
cjentéw:

1. Szescioro pacjentéw zmarto (czworo w 6 i dwoje w 8 miesigcu), czyli
przezyli tacznie f{ = 6 - 4 + 2 - 8 = 40 miesiecy. Z pacjentéw, ktérzy
przezyli jeden byt cenzorowany w trzecim miesigcu, a siedemnascioro
dozyto do konca roku, czyli przezyli tfacznie F; =1-3+17-12 = 207
miesiecy. Wszyscy pacjenci przezyli f; + F; = 247 miesiecy. Funkcja
hazardu dla pierwszego roku wynosi h; = &j’r—l,_.l = 55~ =0.02429 na
miesiac lub 0.02429 - 12 = 0.29 na rok.

2. h, = 0.019608 na miesiac lub 0.24 na rok.
3. h3 = 0.06061 na miesigc lub 0.73 na rok.
4. hy = 0.16667 na miesigc lub 2.00 na rok.
Co zrobi¢ ze zdarzeniami na brzegach przedziatéw (np. zgon nastapit w 12

miesiacu)?
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Metoda Flemingtona-Harringtona

Zalezno$¢ miedzy funkcja przezycia, a skumulowanym hazardem ma po-
staé:
S(t) = exp (—A(t))
Estymator Nelsona-Aalena skumulowanego hazardu ma postac:
\ dj +
A(t) = Z 2o0<te<t

P
jig<t J

gdzie t;, rj, d; - jak w przypadku estymatora Kaplana-Meiera.
Estymator Flemingtona-Harringtona funkcji przezycia otrzymamy przez pod-
stawienie estymatora Nelsona-Aalena do funkcji skumulowanego hazardu

5(t) = exp (—A(1))
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Poréwnanie estymatorow KM i FH

Dla dowolnego t mamy oszacowanie

Jiti<t
dJ il c
—Hexp - 2H 1-——=)=5()
J<t J Ji<t i
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Pakiet R




Pakiet R

1 library(survival)
data(heart)

3 attach(heart)
4 head(heart)

N

stop event
50.0 1 -

year surgery transplant
1232033 [)
2546201
2655715
2655715
4900753
4900753
6678029

a
15537303
6. 83572895

a 29705681
16. . 29705681
36. 73716632
39. 73716632
18. 21423682
3. 59548255 0.7008898
s1. 86926762 0.7802875
675. 86926762 0.7802875
65023956 0.8350445
83778234 0.8569473
.49760438 0.8624230
49760438 0.8624230
01916496 0.8733744
01916496 0.8733744

ssasseess

Rysunek 14: Dane “heart” zaimportowane do pakietu R.
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Pakiet R

1 ?heart

start, stop, event: Entry and exit time and status for this interval of time

age: age-48 years

year: year of acceptance (in years after 1 Nov 1967)
surgery: prior bypass surgery 1=yes

transplant: received transplant 1=yes.

id: patient id

Rysunek 15: Opis danych “heart”.
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Pakiet R

1 heart$time = heart$stop — heart$start
2 Surv(heart$time, heart$event)
3 survfit(Surv(heart$time, heart$event) 1)

7.0+ 64.0 37,
136.0

Peopeoee
]
coposyed

X} )
.0 0
.0 0+
.0 0
.0+ 0
" ("
0+ o+
.0+ 0
.0+ 0

167.. ’ .0+ 9.
: survfitCfornula = Surv(heartStime, heartSevent)

n events median ©.95LCL 0.95UCL
w2 75 161 6 551

Rysunek 16: Prezentacja funkcji “Surv()” i survfit” w pakiecie R.
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Pakiet R

1 summary(survfit(Surv(heart$time, heart$event) 1))

Call: survfitCformula = Surv(heartStime, heartSevent) ~ 1)

time n.risk n.event survival std.err lower 95%
80

4 0.
71 1983
965
1941
934
922

H
3
4
1
2
1
1
1
2
1
1
1
1
2
1
1
1
1

Rysunek 17: Podstawowe statystyki dla funkcji “survfit” w pakiecie R.

CI upper 95% CI
83 000

0.963
0.938
0.906
0.898
0.882
0.874
0.866
0.858
0.
o
o
]
o
o
]
[}
o
o

842

.834
.825
817
.809
.792
.783
775
766
757

000
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Pakiet R

1 plot(survfit(Surv(heart$time, heart$event)™1),col="red")
2 lines(survfit(Surv(heart$time, heart$event)~1,type="fleming—harrington"),col="blue")

Rysunek 18: Krzywe przezycia Kaplana-Meiera.
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Pakiet R

1 plot(survfit(Surv(heart$time, heart$event)  heart$surgery),col="red")

T T T
500 1000 1500

Rysunek 19: Krzywe przezycia Kaplana-Meiera.
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Pakiet R

1 survdiff(Surv(heart$time, heart$event) ~heart$surgery)

[surveifécformila = Surv(heartstine, heartsevent) ~ heartSsurgery)

d (0-E)N/E (0-E)R2NV
115 5.7

Rysunek 20: Test log rank.
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