
ALGEBRA
MACIERZOWA

Dawid Słomian



Analiza danych hodowlanych wymaga 
terminologii macierzowej do:

■ Definiowania modeli statystycznych

■ Opisu metodyki estymacji parametrów modeli

■ Opisu metodyki estymacji komponentów wariancji



Wielowymiarowa struktura danych

■ Struktura spokrewnienia



Wielowymiarowa struktura danych

■ Struktura fenotypów



Wielowymiarowa struktura danych

Numeracja osobników:

■ Nr krajowy (14b):

■ Nr międzynarodowy (19b):

■ HOLAUTM000418617409

■ HOLBELM000116890226

PL005153906711 

HOLPOLF005153906711

?

?



Kody krajów używane w ID zwierząt



Macierze

■ Macierz to struktura matematyczna, która składa się z uporządkowanego zestawu 

elementów ułożonych w formie tabeli, gdzie poszczególne elementy są 

rozmieszczone w rzędach i kolumnach.

■ Formalnie, macierz jest zbiorem liczb lub wyrażeń algebraicznych ułożonych w formie 

prostokątnej tabeli, gdzie każda liczba lub wyrażenie zajmuje określone miejsce w 

macierzy, identyfikowane przez swoje współrzędne, tj. numer wiersza i numer 

kolumny.



Macierze
■ Macierz jednowymiarowa = wektor

𝒂 =
2
4
5

𝒂′ = 2 4 5 𝒂𝑻 = 2 4 5

■ Macierz dwuwymiarowa

𝑴 =
2 4 5
6 8 9

𝑴 =
𝑚11

𝑚21

𝑚12

𝑚22

𝑚13

𝑚23

mij element macierzy

wymiary macierzy (liczba wierszy i kolumn)

M2x3

■ Macierze wielowymiarowe



Szczególne przypadki macierzy

2 4 5
= 6 8 9

1 0 5

■ Macierz kwadratowa (square matrix)

𝑴3x3

■ mii elementy przekątnej (diagonal)

■ mij elementy poza-przekątną (off-diagonal)



Szczególne przypadki macierzy

■ Macierz kwadratowa (square matrix)

■ Przykładowo: Macierz spokrewnień addytywnie poligenicznych (additive genetic 

relationship matrix)

A =



Szczególne przypadki macierzy

2 0 0
= 0 8 0

0 0 5

■ Macierz diagonalna (diagonal matrix)

𝑴3x3

■ Macierz kwadratowa z poza-przekątnymi = 0



Szczególne przypadki macierzy

■ Macierz diagonalna (diagonal matrix)

■ Przykładowo: Macierz kowariancji efektów błędu (residual)

3x

0 0

1
0

1

𝑴 3 =

𝐸𝐷𝐶1

0

0

𝐸𝐷𝐶2

0
1

𝐸𝐷𝐶3

𝑒𝜎
2



Szczególne przypadki macierzy

■ Macierz jednostkowa (identity matrix)

𝑰3x3 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

■ Macierz diagonalna z przekątnymi = 1



Szczególne przypadki macierzy

■ Macierz jednostkowa (identity matrix)

■ Przykładowo: Macierz kowariancji efektów błędu

𝑴3x3 = 𝑒

1 0 0
0 1 0 σ 2

0 0 1



Szczególne przypadki macierzy

■ Macierz trójkątna (triangular matrix)

𝑳3x3 =
4 0 0
2 1 0
4 5 7

𝑼3x3 =
4 7 9
0 1 4
0 0 7

Lower triangular Upper triangular

■ Macierz z elementami ponad/pod przekątną = 0



Szczególne przypadki macierzy

■ Macierz trójkątna (triangular matrix)

■ Dekompozycja Choleskiego➔M=TT’

■ Np. dekompozycja macierzy spokrewnień A

A=TDT’

T=



Dekompozycja Choleskiego

4 6 10
𝑨 = 6 25 19

10 19 46

2 0 0
T = 3 4 0

5 1 2 5

■ A = TT’

Dla powyższej macierzy A, można obliczyć T w następujący sposób:

11
𝑇 2

𝐴22 21 = 25 − 32 = 16 = 4

31 𝑇11 2

■ T11 = 𝐴11 = 4 = 2

■ T =
𝐴21 =

6
=3

21

■ T22 = − 𝑇2

■ T =
𝐴31 =

10 = 5

■ T32 𝑇22 4
=
𝐴32− 𝑇21∗𝑇31 =

19 −3∗5 = 1

■ T33 = 𝐴33 − 𝑇2 − 𝑇2 =
31 32 46 − 25 − 1 = 2 5

2 3 5
T’ = 0 4 1

0 0 2 5



Szczególne przypadki macierzy

2 4 7
= 4 8 2

7 2 5

■ Macierz symetryczna (symmetric matrix)

𝑴3x3

■ Macierz kwadratowa z mij = mji



Szczególne przypadki macierzy

■ Macierz symetryczna (symmetric matrix)

■ Przykładowo: Macierz spokrewnień addytywnie poligenicznych (additive genetic 

relationship matrix)

A =



Szczególne przypadki macierzy

■ Macierz rzadka (sparse)

■ Macierz gęsta (dense)

M =

M =



Transpozycja macierzy

■ 𝒂 =
2
4
5

𝒂′ = 2 4 5

■ 𝒂 = ′𝒂 =
1 4
2 5
3 6

■ 𝒂 =

1 2 3
4 5 6

1 2 3
4 5 6
7 8 9

𝒂′ =
1 4 7
2 5 8
3 6 9



Operacje na macierzach

■ Dodawanie / odejmowanie

𝑴 =
2 4
6 8 9

5 𝑵 =
5 7 4
0 7 3

𝑾 = 𝑴+𝑵 =
2 + 5 4 + 7 5 + 4
6 + 0 8 + 7 9 + 3

■ Macierze o identycznych wymiarach

■ wij=mij+nij



Operacje na macierzach

■ Mnożenie

𝑴3x3 =
2 4 5
6 8 9 𝑵3𝑥2

1 0 5
=

2 6
4 8
5 9

𝑾3𝑥2 =
45 89
89 191
27 51

■ W11=(2⋅2)+(4⋅4)+(5⋅5)

■ W12=(2⋅6)+(4⋅8)+(5⋅9)

■ W21=(6⋅2)+(8⋅4)+(9⋅5)

■ W22=(6⋅6)+(8⋅8)+(9⋅9)

■ W31=(1⋅2)+(0⋅4)+(5⋅5)

■ W32=(1⋅6)+(0⋅8)+(5⋅9)

■ MN ≠ NM IM = MI = M Mb = mijb



Operacje na macierzach
■ Iloczyn Kroneckera (Konecker / direct product)

𝑮⊗ 𝑴 =
𝑔11𝑴
𝑔21𝑴

𝑔12𝑴
𝑔22𝑴

𝑮 =
10 5
5 20

𝑴 =
1 0 2
0 1 4
2 4 1

𝑮⊗ 𝑴 =
10𝑴 5𝑴
5𝑴 20𝑴

𝑮⊗ 𝑴 =

10 0 20 5 0 10
0 10 40 0 5 20

20 40 10 10 20 5
5 0 10 20 0 40
0 5 20 0 20 80

10 20 5 40 80 20



Operacje na macierzach

M-1

■ Odwrotność (inverse)

M-1 M = I = M M-1 (MN) -1 = M-1N-1

■ Tylko macierze kwadratowe są odwracalne

■ Odwracanie macierzy diagonalnej

𝑴 =
2 0 0
0 8 0
0 0 5

𝑰 =
1 0 0
0 1 0 𝑴−𝟏 =
0 0 1

1

2

0

0 0

1

8

0 0

0

1

5



Operacje na macierzach

■ Odwracanie macierzy blokowo-diagonalnej

𝑴 =

𝑚11

𝑚12

𝑚12

𝑚22
𝑚33

𝑚34

𝑚34

𝑚44
𝑚55 𝑚56

𝑚56 𝑚66

𝑴−𝟏=

𝒎−1 0

𝒎−1

0

0
1

0

0
2

0 3𝒎−1



Operacje na macierzach

■ Wyznacznik (determinant)

■ Skalar

■ det(M), |M|

■ zdefiniowany tylko dla macierzy kwadratowych

𝑴 =
𝑚11

𝑚21

𝑚12

𝑚22
= 𝑚11 22𝑚 −𝑚 𝑚12 21



Operacje na macierzach

■ Odwrotność (inverse)

■ Macierze kwadratowe są odwracalne jeżeli wyznacznik (determinant) ≠ 0

■ Wyznacznik = 0➔macierz osobliwa (singular), nieodwracalna

Odwracanie macierzy 2x2

𝑴 =
𝑚11

𝑚21

𝑚12

𝑚22

𝑴−𝟏 =
𝟏

𝑚11𝑚22 − 𝑚12𝑚21

𝑚22

−𝑚21

−𝑚12

𝑚11



Operacje na macierzach

■ Równanie liniowe w formie macierzowej

■ y = Ab

■ b = A-1y



Operacje na macierzach

■ Rząd macierzy (matrix rank)

■ Liczba liniowo niezależnych wierszy / kolumn

■ r(M)

■ r(M) = liczba wierszy i kolumn➔macierz pełnego rzędu (full rank)

■ r(M) < liczba wierszy i kolumn➔macierz niepełnego rzędu➔wyznacznik = 0➔

macierz nie jest odwracalna



Operacje na macierzach

Uogólniona odwrotność (generalised inverse)

■ Moore–Penrose pseudoinverse

■ Dla danej macierzy M istnieje kilka M’

■ Macierze niepełnego rzędu

■ Macierze niekwadratowe

■ Dedykowane biblioteki, funkcje➔ginv



Operacje na macierzach

Uogólniona odwrotność (generalised inverse)

■ M’ MM’M = M

■ Uzyskanie macierzy odwrotnej:

– Wyznaczyć sub-macierz B pełnego rzędu

– Wyzerowaćwszystkie elementy macierzy M

– Odwrócićmacierz B

– Uzupełnić korespondujące elementy M przez B-1



Uogólniona odwrotność (generalised inverse)

Uogólniona odwrotność (generalised inverse)

3 2 1 0 0 0
• 𝑴 = 4 3 0 𝑴 = 0 0 0

7 5 1 0 0 0

3 2 3 −2
• 𝑩 = 4 3 𝑩−1 = −4 3

• 𝑴− =
3 −2 0

−4 3 0
0 0 0



Dziękuję za uwagę.


