ALGEBRA
MACIERZOWA

Dawid Stomian




Analiza danych hodowlanych wymaga
terminologii macierzowej do:

m Definiowania modeli statystycznych
m Opisu metodyki estymacji parametrow modeli

m Opisu metodyki estymacji komponentow warianc;ji




Wielowymiarowa struktura danych

m Struktura spokrewnienia
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Wielowymiarowa struktura danych

m Struktura fenotypow
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Wielowymiarowa struktura danych

Numeracja osobnikow:

m  Nr krajowy (14b): PL005153906711
= Nr miedzynarodowy (19b): HOLPOLF005153906711
= HOLAUTM000418617409 ?

m HOLBELM000116890226 ?




Kody krajow uzywane w ID zwierzat

Abbrev. Country RFID code| |Abbrev. Country RFID code
ARG Argentina 32| |ITA Italy 380
AUS Australia 36| [JPN Japan 392
AUT Austria 40| |KAZ Kazakhstan 398
BEL Belgium 56| |KOR South Korea 410
BGR Bulgaria 100||LTU Lithuania 440
CAN Canada 124||LUX Luxembourg 442
CHE Switzerland 756( |LVA Latvia 428
CRI Costa Rica 188| |MEX Mexico 484
CRO Croatia (obsolete) NLD Netherlands 528
CSK Czech Rep. (obsolete) NOR Norway 578
CZE Czech Republic 203 [NZL New Zealand 554
DEU Germany 276(|PER Peru 604
DNK Denmark 208| |POL Poland 616
DOM Dominican Republic 214||PRT Portugal 620
ESP Spain 724||ROM Romania (obsolete)

EST Estonia 233| (ROU Romania 642
FIN Finland 246| [RUS Russia 643
FRA France 250(|SRB Serbia 688
GBR Great Britain 826||SLO Slovenia (obsolete)

GRC Greece 300( [SVK Slovak Republic 703
HRV Croatia 191 [SVN Slovenia 705
HUN Hungary 348| |SWE Sweden 752
IJE Isle of Jersey (obsolete)* TUN Tunisia 788
IND India 356| |USA United States of America 840
IRN Iran 364 |YUG Yugoslavia 891
IRL Ireland 372||ZAF South African Republic 710
ISR Israel 376||ZWE Zimbabwe 716




Macierze

m Macierz to struktura matematyczna, ktora sktada sie z uporzadkowanego zestawu
elementow utozonych w formie tabeli, gdzie poszczegolne elementy sa
rozmieszczone w rzedach i kolumnach.

m Formalnie, macierz jest zbiorem liczb lub wyrazen algebraicznych utozonych w formie
prostokatnej tabeli, gdzie kazda liczba lub wyrazenie zajmuje okreslone miejsce w
macierzy, identyfikowane przez swoje wspotrzedne, tj. numer wiersza i numer
kolumny.




Macierze

m Macierz jednowymiarowa = wektor

2
a= 4] a =[2 4 5 al=[2 4 5]
5
m Macierz dwuwymiarowa
2 4 5 mq1 Miq2 mi3
= M =
M [6 8 9] [m21 mp» m23]

m;; element macierzy
wymiary macierzy (liczba wierszy i kolumn)
M2x3

m Macierze wielowymiarowe



Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz kwadratowa (square matrix)
2 4 5
M3 ;=16 8 9
1 0 5
m Mm;elementy przekatnej (diagonal)

m  m;elementy poza-przekatng (off-diagonal)




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz kwadratowa (square matrix)

m Przykladowo: Macierz spokrewnien addytywnie poligenicznych (additive genetic
relationship matrix)

10 00 025 025 05 00 05 00
00 10 025 025 00 05 00 05
025 025 10 00 05 05 00 00
025 025 00 10 00O 00 05 05

00 05 05 00 00 10 00O 00
05 00 00 O5 00 00 10 00
0o 05 00 05 00 00 00 10




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz diagonalna (diagonal matrix)

2 0 0
M 3x3 — 0 8 0
0 0 5
m Macierz kwadratowa z poza-przekagtnymi =0




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz diagonalna (diagonal matrix)

m Przyktadowo: Macierz kowariancji efektow btedu (residual)

1
EoC, 0
1
My =] O EDC, 0 |02
1
0 0 EDC;]




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz jednostkowa (identity matrix)

1 0 O
13X3: 0 1 0]

m Macierz diagonalna z przekatnymi =1




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz jednostkowa (identity matrix)

m Przyktadowo: Macierz kowariancji efektow btedu

1 0 O
M3X3:01OG£

0 0 1




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz trojkatna (triangular matrix)

4 0 O 4 7 9
L3X3 — lZ 1 O] U3X3 =0 1 4
4 5 7 0O 0 7
Lower triangular Upper triangular

m Macierz z elementami ponad/pod przekatng = 0




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz trojkatna (triangular matrix)

m Dekompozycja Choleskiego = M=TT’

m Np. dekompozycja macierzy spokrewnien A

A=TDT’
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 1.0 0.0 0.0 0.0
T= 0.5 0.5 1.0 0.0 0.0
0.5 0.0 0.0 1.0 0.0
0.5 0.25 0.5 0.5 1.0
025 0.625 0.25 0.25 0.5

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0



Dekompozycja Choleskiego

R 4 6 10
o - . . o _ - A= 6 25 19
powyzszej macierzy A, mozna obliczyCc T w nastepujacy sposob: 10 19 46
m T, = \/A_ll = \/Z =2
m T =%2=°=3 20U
21 7 2 T=3 4 O
~ =\/A22—T221=\/25_32= 16 = 4 5 1 25
s Tamineiss
g T =2432-TarTs1 _19=3+5 _ 4 e X
- -~ . T=0 4 1
0 0 2V5

m s \/Ass—ngl —T) = a6 —25 —1=25



Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz symetryczna (symmetric matrix)

2 4 7
M3X3=482

7 2 5
m Macierz kwadratowa z m;=m;




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz symetryczna (symmetric matrix)

m Przyktadowo: Macierz spokrewnien addytywnie poligenicznych (additive genetic
relationship matrix)

10 00 025 025 05 00 05 00
00 10 025 025 00 05 00 05
025 025 10 00 05 05 00 00
025 025 00 10 00 00 05 05
05 00 05 00 10 00 00 00
0o 05 05 00 00 10 00 00
05 00 00 O5 00 00 10 00
oo 05 00 05 00 00 00 10




Szczegolne przypadki macierzy

m Macierz rzadka (sparse)

1.0 0 50 O 0 0 0 0
0 3.0 0 0 0 0 11.0 O
0 0 0 0 90 0 0 0
0 0 6.0 0 0 0 0 0
M = 0 0 0O 70 0 0 0 0
20 O 0 0 0 10.0 O 0
0 0 0 80 0 0 0 0
0 4.0 O 0 0 0 0 12.0

m Macierz gesta (dense)

13 27 8 -4 5
26 54 16 -8 10
M = 8 16 4 6 14
-4 -8 6 7 17
5 10 14 17 12




Transpozycja macierzy




Operacje na macierzach

m Dodawanie / odejmowanie

2 4 § 5 7 4
M = —
6 8 9]N 0 7 3]
2+5 447 544
— M+ N =
w T 6+0 8+7 9+3]

m Macierze o identycznych wymiarach

[ | Wu=mu+nu




Operacje na macierzach

m Mnozenie

2 4 5 2 6
M3 =16 8 9|N3, =|4 8

1 0 5 5 9
45 89
W3x2: 89 191
27 51

W, 1=(2:2)+(4:4)+(5-5)
W,,=(2:6)+(4-8)+(5-9)
W,,=(6-2)+(8:4)+(9-5)
W,,=(6-6)+(8-8)+(9-9)
W3,=(1-2)+(0-4)+(5-5)
W3,=(1-6)+(0-8)+(5-9)
MN = NM IM=MI=M Mb = m;b




Operacje na macierzach

m lloczyn Kroneckera (Konecker / direct product)

g1iM  gi2M
GX M =
® g21M  goM
_ 1 0 2
G=[15O 250 M=[O 1 4]
' 2 4 1
_ [10M :HSM
G®M_[5M 20M

10 0 205 0 107
0 10 40 0 5 20

20 40 10 10 20 5
5 0 1020 0 40

0O 5 200 20 80
110 20 5 40 80 204

GRQM =




Operacje na macierzach

m Odwrotnosc (inverse)
M- MIM=I]=M M1 (MN)-1 = M-IN-1
m Tylko macierze kwadratowe sg odwracalne

m Odwracanie macierzy diagonalnej

2 0 0 1 0 O
lOSO]I—lOlO]

0 0 5 0 0 1

R== e

S ol O

ulr O —




Operacje na macierzach

m Odwracanie macierzy blokowo-diagonalnej

mi1 My

miz2 My
ms33 M34
ms34 Myy4
Mss
Mmese

Mg




Operacje na macierzach

m  Wyznacznik (determinant)
m Skalar
m det(M), M|

m zdefiniowany tylko dla macierzy kwadratowych



Operacje na macierzach

m Odwrotnosc¢ (inverse)
m Macierze kwadratowe sg odwracalne jezeli wyznacznik (determinant) # O

m  Wyznacznik = O = macierz osobliwa (singular), nieodwracalna

Odwracanie macierzy 2x2

mi1 My
M = ]
mz1 My
1 my2 —mqy




Operacje na macierzach

m Rownanie liniowe w formie macierzowej
m y=ADb
m b=Aly




Operacje na macierzach

m  Rzad macierzy (matrix rank)

m Liczba liniowo niezaleznych wierszy / kolumn

m (V)

m r(M)=liczba wierszy i kolumn = macierz petnego rzedu (full rank)

m r(M) < liczba wierszy i kolumn = macierz niepetnego rzedu = wyznacznik = 0 =
macierz nie jest odwracalna




Operacje na macierzach

Uogolniona odwrotnosc (generalised inverse)

Moore-Penrose pseudoinverse

Dla danej macierzy M istnieje kilka M’
Macierze niepethego rzedu

Macierze niekwadratowe

Dedykowane biblioteki, funkcje = ginv



Operacje na macierzach

Uogolniona odwrotnosc (generalised inverse)

m M

MM'M =M

m Uzyskanie macierzy odwrotne;j:

Wyznaczy¢ sub-macierz B petnego rzedu
Wyzerowac wszystkie elementy macierzy M
Odwroci¢ macierz B

Uzupetni¢ korespondujgce elementy M przez B-1



Uogdlniona odwrotnosc¢ (generalised inverse)

Uogdlniona odwrotnosc¢ (generalised inverse)

3 2 1 0 0 O
M=|4 3 0 M=|0 0 O
7 5 1 0 0 O

3 2 3 -2
B =14 3 B_1=—4 3 ]




Dziekuje za uwage.




