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Best Linear Unbiased Prediction (BLUP)

▪ Predykcja aina podstawie indeksu selekcyjnego:

▪ ‒ zakłada znajomość 𝛽𝑖 ➔w praktyce nieznanych

▪ ‒ estymator wag 𝒃 = 𝑷−1𝑮 wymaga odwrócenia

P➔ trudne dla dużych zbiorów danych

▪ BLUP (Best Linear Unbiased Prediction)➔ równoczesna estymacja
efektów stałych (𝛽) i predykcja wartości hodowlanej (ai)

▪ Henderson (1949)

−𝐼𝑖 = ො𝑎𝑖 = 𝑏1 𝑦1 − 𝛽1 + 𝑏2 𝑦2 − 𝛽2 + 𝑏3(𝑦3 − 𝛽3)



■ Podstawowa metoda oceny wartości hodowlanej

http://www.interbull.org/ib/geforms --> Method (model) of genetic evaluation

http://www.interbull.org/ib/geforms


Best Linear Unbiased Prediction (BLUP)

• Best = maksymalizuje i minimalizuje  prediction error variance (PEV)

• Linear = predyktor 𝑎𝑖 jest liniową funkcją obserwacji 𝑦𝑖

• Unbiased = predyktor 𝑎𝑖 jest nieobciążony

• Predictor = funkcja pozwalająca na predykcję wartości hodowlanej 𝑎𝑖

𝑟(ො𝑎𝑖 , 𝑎𝑖) 𝑣𝑎𝑟( ො𝑎𝑖 − 𝑎𝑖)

E ො𝑎𝑖 = 𝑎𝑖



Best Linear Unbiased Prediction (BLUP)

obserwacje fenotypowe

estymatory efektów stałych

predyktory efektów losowych addytywnie genetycznych

predyktory efektów losowych błędu

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆

▪ 𝒚 wektor n x 1

▪ 𝒃 wektor p x 1

▪ 𝒂 wektor q x 1

▪ 𝒆 wektor n x 1

▪ 𝑿 macierz n x p macierz wystąpień odnosząca 𝑦𝑖 do poszczególnych klas efektów stałych

▪ 𝒁 macierz n x q macierz wystąpień odnosząca 𝑦𝑖 do poszczególnych klas efektów

losowych

n = liczba rekordów danych; p = liczba klas efektów stałych; q = liczba klas efektów losowych



Best Linear Unbiased Prediction (BLUP)

𝒚 = 𝑿𝒃+ 𝒁𝒂+ 𝒆

• 𝐸 𝒂 = 𝟎

• 𝐸 𝒆 = 𝟎

• 𝐸 𝒚 = 𝑿𝒃

𝑎

𝑒

• 𝑣𝑎𝑟 𝒂 = 𝑨𝜎 2= 𝑮

• 𝑣𝑎𝑟 𝒆 = 𝑰𝜎 2= 𝑹

• 𝑐𝑜𝑣 𝒂,𝒆 = 𝟎

• 𝑣𝑎𝑟 𝒚 = 𝑣𝑎𝑟 𝒁𝒂+ 𝒆



Best Linear Unbiased Prediction (BLUP)

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂+ 𝒆

• 𝑣𝑎𝑟 𝒚 = 𝑣𝑎𝑟 𝒁𝒂+ 𝒆 =

𝒁𝑣𝑎𝑟 𝒂 𝒁𝑇 + 𝑰𝑣𝑎𝑟 𝒆 𝑰𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂, 𝒆 = 𝒁𝑮𝒁𝑇 + 𝑹

• 𝑐𝑜𝑣 𝒚,𝒂 = 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂 + 𝒆,𝒂 = 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂,𝒂 +𝑐𝑜𝑣 𝒆,𝒂 = 𝐙𝑐𝑜𝑣 𝒂,𝒂 +0 = 𝒁𝑮

• 𝑐𝑜𝑣 𝒚, 𝒆 = 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂 + 𝒆, 𝒆 = 𝑐𝑜𝑣 𝒁𝒂, 𝒆 +𝑐𝑜𝑣 𝒆, 𝒆 = 𝑹

n = liczba rekordów danych; p = liczba klas efektów stałych; q = liczba klas efektów losowych



Best Linear Unbiased Prediction (BLUP)

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂+ 𝒆

• MME Mixed Model Equations

• Układ równań modelu mieszanego

• Henderson (1950)

• Układ równań dla predykcji a i estymacji b

𝑿𝑇𝑹−1𝑿
𝒁𝑇𝑹−1𝑿

𝑿𝑇𝑹−1𝒁
𝒁𝑇𝑹−1𝒁 + 𝑮−𝟏

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑹−1𝒚

𝒁𝑇𝑹−1𝒚



Best Linear Unbiased Prediction (BLUP)
𝒚 = 𝑿𝒃+ 𝒁𝒂+ 𝒆

założenia

• 𝒚,𝒂,𝒆 mają rozkład normalny

■ ➔ a jest determinowane przez nieskończenie wiele niezależnych genów o addytywnych
efektach (infinitesimal model)

■ ➔ e jest determinowane przez nieskończenie wiele niezależnych czynników

• 𝑮,𝑹 są znane



Model zwierzęcia – animal model

𝑦𝑖𝑗 = 𝑝𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

• 𝑦𝑖𝑗 masa ciała osobnika j płci i

• 𝑝𝑖 efekt i-tej płci

• 𝑎𝑗 wartość hodowlana osobnika j

• 𝑒𝑖𝑗 błąd dla rekordu osobnika j płci i



Model zwierzęcia – animal model

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆



Model zwierzęcia – animal model
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Model zwierzęcia – animal model
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Model zwierzęcia – animal model

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒆



Model zwierzęcia – animal model

𝑿𝑇𝑹−1𝑿
𝒁𝑇𝑹−1𝑿

𝑿𝑇𝑹−1𝒁
𝒁𝑇𝑹−1𝒁 + 𝑮−𝟏

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑹−1𝒚

𝒁𝑇𝑹−1𝒚

𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑎

𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2

−1
𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚



Model zwierzęcia – animal model

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑎

−1
𝑿𝑇𝒁 𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2 𝒁𝑇𝒚

Rozwiązania



Model zwierzęcia – animal model

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑎

𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2

−1
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

=

Rozwiązania



Model zwierzęcia – animal model

• Osobniki męskie (i=1) mają wyższe przyrosty niż osobniki żeńskie

• Najwyższą wartością hodowlaną charakteryzuje się osobnik 8

Rozwiązania

𝑏
ො𝑎



Model zwierzęcia – animal model

𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑎

𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2 =
𝐶11

𝐶21

𝐶12

𝐶22

Dokładność predykcji wartości hodowlanej osobnika i

𝑖𝑟𝑖 = = 1 − 𝑐22 𝑒𝜎
2

𝑎𝜎
2

𝑟(ො𝑎𝑖 , 𝑎𝑖)



Model zwierzęcia – animal model

𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑎

𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2

−1

=
𝐶11

𝐶21
𝐶12

𝐶22

Dokładność predykcji wartości hodowlanej osobnika i

𝑖
𝑟𝑖 = = 1 − 𝑐22 𝑒𝜎

2

𝑎𝜎
2

𝑟(ො𝑎𝑖 , 𝑎𝑖)



Model zwierzęcia – animal model

Rodzice (1,2,3)

➔brak własnych 
fenotypów

➔ niższa
dokładność

Dokładność 
Powtarzalność



Model ojcowski

• Oceniana jest tylko wartość hodowlana ojców

• Historycznie wcześniejszy od modelu zwierzęcia

• Mniejsze wymiary MME



Model ojcowski𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒔 + 𝒆

• 𝒚 wektor

• 𝒃 wektor

• 𝒔 wektor

• 𝒆 wektor

• 𝑿 macierz n x p

• 𝒁 macierz n x q

n x 1 obserwacje fenotypowe

p x 1 estymatory efektów stałych

q x 1 predyktory efektów losowych addytywnie genetycznych

n x 1 predyktory efektów losowych błędu

macierz wystąpień odnosząca 𝑦𝑖 do poszczególnych klas 

efektów stałych

macierz wystąpień odnosząca 𝑦𝑖 do poszczególnych klas 
efektów losowych

n = liczba rekordów danych; p = liczba klas efektów stałych; q = liczba klas efektów losowych



Model ojcowski
𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒔 + 𝒆

𝑠

𝑠

2 1

• 𝐸 𝒔 = 𝟎

• 𝐸 𝒆 = 𝟎

• 𝐸 𝒚 = 𝑿𝒃

• 𝑣𝑎𝑟 𝒔 = 𝑨𝜎2

• 𝑣𝑎𝑟 𝒆 = 𝑰𝜎 2= 𝑹
𝑒

• 𝑐𝑜𝑣 𝒔, 𝒆 = 𝟎

• 𝑣𝑎𝑟 𝒚 = 𝑣𝑎𝑟 𝒁𝒔 + 𝒆 = 𝒁𝑨𝒁𝑻𝜎2+𝑹

• 𝜎 𝑠= 4
𝜎𝑎

2



Model ojcowski

𝑦𝑖𝑗 = 𝑝𝑖 + 𝑠𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

• 𝑦𝑖𝑗 masa ciała osobnika j płci i

• 𝑝𝑖

• 𝑠𝑗

• 𝑒𝑖𝑗

efekt i-tej płci

wartość hodowlana ojca osobnika j (1,3,4)

błąd dla rekordu osobnika j płci i



Model ojcowski

𝐙 =

1 0 0
0 1 0
1 0 0
0 0 1
0 1 0

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒔 + 𝒆



Model ojcowski

𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑠

𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2

−1
𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚



Model ojcowski

=
𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑠

𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2

−1
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

Rozwiązania

• Estymatory efektu
płci różne

• Różnice pomiędzy
efektami płci takie
same

𝑏
ො𝑎



Model ojcowski

=
𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑠

𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2

−1
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

Rozwiązania

• Predyktory si różne➔
brak informacji o ai 

matek

• Rankingi si jednakowe

𝑏
ො𝑎



Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

• Osobniki o nieznanych rodzicach➔osobniki reprezentujące 
populację bazową

• Założenie populacji bazowej➔ średnia ai=0

• W praktyce poszczególne „komponenty” populacji bazowej 
mają różne średnie ai z uwagi na różne intensywności selekcji:
‒ Ojcowie buhajów
‒ Ojcowie krów
‒ Matki buhajów
‒ Matki krów
‒ Osobniki importowane z różnych krajów
‒ Osobniki urodzone w różnych latach



Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

• Westell & Van Vleck (1987)

• phantom parents➔ „sztuczni” rodzice osobników z populacji
bazowej

• phantom parents➔definiowane wg „kategorii”
‒ Ojcowie buhajów
‒ Ojcowie krów
‒ Matki buhajów
‒ Matki krów
‒ Kraj pochodzenia osobnika z populacji bazowej
‒ Rok urodzenia osobnika z populacji bazowej



Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

𝑦𝑖𝑗 = ℎ𝑗 + 𝑎𝑖 + + 𝑒𝑖𝑗

• 𝑦𝑖𝑗 fenotyp krowy i ze stada j

• ℎ𝑗

• 𝑎𝑖

• 𝑔𝑘

• 𝑡𝑖𝑘

• 𝑒𝑖𝑗

stały efekt j-tego stada

losowy efekt wartości hodowlana osobnika i 

stały efekt k-tej grupy genetycznej

współczynnik spokrewnienia między osobnikiem i, a grupą k 

błąd



𝑘=1

𝐾

𝑡𝑖𝑘𝑔𝑘



Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

𝒚 = 𝑿𝒃 + 𝒁𝒂 + 𝒁𝑸𝒈 + 𝒆

𝑸 = 𝑻𝑸∗

• 𝑸∗ macierz wystąpień odnosząca przodka do danej grupy
genetycznej

• 𝑻  𝑨 = 𝑻𝑫𝑻𝑇



Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych



Model zwierzęcia z wykorzystaniem grup genetycznych

𝑸 = 𝑻𝑸∗

=



Rozwiązanie układu równańMME

𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑠

−1
𝑿𝑇𝒁 𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2 𝒁𝑇𝒚

𝜽 = 𝑾−1𝒚

• Gauss-Seidel

• Jacobi

• Conjugate gradient

• Preconditioned conjugate gradient



Preconditioned conjugate gradient
𝒃
𝒂

=
𝑿𝑇𝑿

𝒁𝑇𝑿 𝑠

𝑿𝑇𝒁

𝒁𝑇𝒁 + 𝑨−𝟏𝜎2

−1
𝑿𝑇𝒚

𝒁𝑇𝒚

𝜽 = 𝑾−1𝒚

PCG wykorzystuje “preconditioner”➔macierz P

𝜽 = 𝑾−1𝒚

𝑷−𝟏𝜽 = 𝑷−𝟏𝑾−1𝒚





Dziękuję za uwagę


