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• Wielocechowy model BLUP

— duże wymiary modelu

— estymacja parametrów wymagająca obliczeniowo

• Metody redukcji wymiarów modelu

— Transformacja kanoniczna canonical transformation→
jednakowe macierze wystąpień, bez brakujących danych

— Transformacja Choleskiego Cholesky transformation →
sekwencyjnie brakujące dane



Wymiary modelu – łatwość wycieleń→ 04.2020 04.2022 12.2023

𝒚 = 𝑿𝒃+ 𝒁𝒂+ 𝒆

• 𝒚 obserwacje fenotypowe
31 331 172 x 1 31 998 730 x 1 34 000 684 x 1

• 𝒃 estymatory efektów stałych
463 576 x 1 569 385 x 1 600 158 x 1

• 𝒂 predyktory wartości hodowlanych
37 354 579 x 1 38 389 025 x 1 40 496 318 x 1

• 𝒆 predyktory efektów błędu
31 331 172 x 1 31 998 730 x 1 34 000 684 x 1

• 𝑿
• 𝒁
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Transformacja kanoniczna
• Thompson (1977)

— Identyczne macierze wystąpień

— Nie ma brakujących danych

— Dwa efekty losowe a i e

• Ducrocq & Besbes (1993)

— Brakujące rekordy danych

• Misztal (1995)

— Więcej niż dwa efekty losowe
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Transformacja kanoniczna
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• Wektor skorelowanych obserwacji: 𝒚 =
𝒚𝟏
𝒚𝟐
𝒗𝒂𝒓 𝒚 =𝒗𝒂𝒓 𝒚 ~𝑮𝟎 +𝑹𝟎

• Zdefiniować macierz 𝑸: 𝑸𝑮𝟎𝑸𝑻 = 𝑾 oraz 𝑸𝑹𝟎𝑸𝑻 = 𝑰

𝑾→macierz diagonalna

𝑰→macierz jednostkowa

• Wektor nieskorelowanych obserwacji: 𝒚∗ = 𝑸𝒚

∗𝒗𝒂𝒓 𝒚 ~𝑾+ 𝑰

𝒗𝒂𝒓 𝒚∗ →macierz diagonalna = brak korelacji 𝒚∗



Transformacja kanoniczna

• Model jednocechowy dla transformowanej cechy i

𝒚∗ = 𝑿𝒃∗ + 𝒁𝒂∗ + 𝒆∗
𝒊 𝒊 𝒊 𝒊

• MME
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0
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𝒊𝒗𝒂𝒓 𝒂∗ = 𝑨𝑤𝑖𝑖 𝒊𝒗𝒂𝒓 𝒆∗ 𝒊= 𝑰 𝒗𝒂𝒓 𝒚∗ = 𝒁𝑨𝒁𝑻𝑤𝑖𝑖 + 𝑰



Transformacja kanoniczna

• Transformacja wsteczna

𝒊𝒃𝒊 = 𝑸−1𝒃∗

𝒊𝒂𝒊 = 𝑸−1𝒂∗



Transformacja kanoniczna - przykład

Dane

𝑮𝟎 =
20 18
18 40

𝑹𝟎 =
40 11
11 30

𝑸 =
0.17 −0.08
0.02 0.18



Transformacja kanoniczna - przykład

𝑹𝟎 = 𝑼𝑩𝑼𝑻 𝑹𝟎 =
40 11
11 30

Wartości własne diag 𝑩 = 𝑩 =
47.08 0

0 22.92

Wektory własne 𝑼 =
0.84 −0.54

0.54 0.84

Kroki wyznaczania Q

1. Obliczyć wartości i wektory własne macierzy 𝑹𝟎
www.youtube.com/watch?v=HH8pouRwphA

http://www.youtube.com/watch?v=HH8pouRwphA


Transformacja kanoniczna - przykład

𝑩 =
47.08 0

0 22.92
𝑼 =

0.84 −0.54

0.54 0.84

2. Wyznaczyć macierz 𝑷

𝑷 = 𝑼 𝑩−𝟏𝑼𝑻 =
0.16

−0.03
−0.03
0.19

3. Wyznaczyć macierz 𝑷𝑮𝟎𝑷𝑻

𝑮𝟎 =
20 18
18 40

𝑷𝑮𝟎𝑷𝑻 =
0.40 0.26

0.26 1.27

Kroki wyznaczania Q



Transformacja kanoniczna - przykład

𝑾 = 0.33 0 
0 1.34

𝑳 =
0.96

−0.27

0.27
0.96

5. Wyznaczyć macierz𝑸

𝑷 =
0.16

−0.03
−0.03
0.19

𝑸 = 𝑳𝑻𝑷 =
0.17 −0.08
0.02 0.18

Kroki wyznaczania Q

4. Obliczyć wartości i wektory własne macierzy 𝑷𝑮𝟎𝑷𝑻

𝑷𝑮𝟎𝑷𝑻 = 𝑳𝑾𝑳𝑻



Transformacja kanoniczna - przykład
Transformacja cech

𝟒𝒚
∗ = 𝑸𝒚4 =

0.17 −0.08 4.5
0.02 0.18 6.8

=
0.208
1.269

Np. dla osobnika 4



Transformacja kanoniczna - przykład

Rozwiązania MME dla WWG*

estymatory dla cech 
transformowanych



Transformacja kanoniczna - przykład
Rozwiązania: mBLUB Rozwiązania – transformacja kanoniczna

Np. dla osobnika 1

𝟏𝒂𝟏 = 𝑸−1𝒂∗ =
5.77
−0.55

2.60 0.003
5.45 0.052

=
0.151
0.280
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skorelowane  
zmienne w 

mBLUP

transformacja  
Choleskiego

zmienne bez 
korelacji

efektów błędu

zmienne bez 
korelacji

efektów błędu
mBLUP rozwiązania

rozwiązania transformacja  
wsteczna

Rozwiązania
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Transformacja Choleskiego

• Quaas (1984)

• Brakujące wartości cech



Transformacja Choleskiego

• Wektor skorelowanych obserwacji: 𝒚 =
𝒚𝟏
𝒚𝟐

𝒗𝒂𝒓 𝒚 ~𝑮𝟎 + 𝑹𝟎

• Przeprowadzić dekompozycję Choleskiego i zdefiniować macierz
𝑻: 𝑹𝟎 = 𝑻𝑻𝑻

𝑻: lower triangular 𝑻𝑻: upper triangular

• Wektor obserwacji o nieskorelowanych błędach: 𝒚∗ = 𝑻−𝟏𝒚

𝒗𝒂𝒓 𝒚∗ ~𝑻−𝟏𝑮𝟎𝑻−𝟏𝑻 + 𝑰 = 𝑴 + 𝑰

𝑖w przypadku brakujących cech 𝑦∗ = 0



Transformacja Choleskiego
• Model wielocechowy dla cech transformowanych

𝟏
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• MME
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Transformacja Choleskiego

• Standardowy model wielocechowy
𝑿𝑇𝑹11𝑿1 𝑿𝑇𝑹12𝑿2 𝑿𝑇𝑹11𝒁1 𝑿𝑇𝑹12𝒁2

1 1 1 1
𝑿𝑇𝑹21𝑿1 𝑿𝑇𝑹22𝑿2 𝑿𝑇𝑹 𝒁 𝑿𝑇𝑹 𝒁

2 2 2 21 1 2 22 2
𝒁𝑇𝑹11𝑿1 𝒁𝑇𝑹12𝑿2 𝒁𝑇𝑹22𝒁1 + 𝑨−1𝑔11 𝒁𝑇𝑹12𝒁2 + 𝑨−1𝑔12

1 1 1 1
𝒁𝑇𝑹21𝑿1 𝒁𝑇𝑹22𝑿2 𝒁𝑇𝑹 𝒁 + 𝑨−1𝑔21 𝒁𝑇𝑹 𝒁 + 𝑨−1𝑔22

2 2 2 22 1 2 22 2

𝒃1

𝒃2

𝒂1

𝒂2

=

1𝑿
𝑇𝒚1

2𝑿
𝑇𝒚2

1𝒁
𝑇𝒚1

2𝒁
𝑇𝒚2

• Model wielocechowy dla cech transformowanych
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𝑇 ∗



Transformacja Choleskiego

• Transformacja wsteczna

𝒊𝒃𝒊 = 𝑻𝒃∗

𝒊𝒂𝒊 = 𝑻𝒂∗



Transformacja Choleskiego - przykład

Dane

𝑅𝑚 = 𝟒𝟎 𝑹𝑜 =
40 11
11 30

𝑮𝟎 =
20 18
18 40

𝑻 =
6.3 0 
1.7 5.2



Transformacja Choleskiego - przykład

• Elementy diagonalne: 𝑡𝑖𝑖 = 𝑟𝑖𝑖 − σ𝑖−1 𝑡2
𝑗=1 𝑖𝑗

1
𝑡𝑖𝑘 =

𝑡𝑘

• Elementy dolnej poza-przekątnej:

𝑘−1

𝑟𝑖𝑘 − 𝑡𝑖𝑗𝑡𝑘𝑗
𝑗=1

Wyznaczanie T → Cholesky decomposition
www.youtube.com/watch?v=TprfUB3nI8Y

𝑹𝟎 = 𝑻𝑻𝑻

∑

http://www.youtube.com/watch?v=TprfUB3nI8Y


Transformacja Choleskiego - przykład
Transformacja cech

14𝑦∗Np. dla osobnika 4, cecha i=1

Np. dla osobnika 5, cechy i=1 oraz j=2 15𝑦∗

25𝑦∗

= 𝑡11𝑦14

= 𝑡11𝑦15

= 𝑡22𝑦25 + 𝑡12𝑦15



Transformacja Choleskiego - przykład

Rozwiązania: mBLUB Rozwiązania – transformacja Choleskiego



Dziękuję za uwagę


