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1. Literatura ①

2. Tradycyjne metody wyboru zmiennych
– eliminacja wsteczna – backward elimination
– selekcja wprzód – forward selection
– selekcja krokowa – stepwise selection
– walidacja krzyżowa – cross validation

3. Regresja z regularyzacją – Penalized regression
– Lasso
– Ridge
– adaptive Lasso
– elastic NET
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4. IC
– AIC
– BIC
– Modyfikacje

5. Kryteria dla modeli zagnieżdżonych
– Test ilorazu prawdopodobieństwa – Likelihood Ratio Test
– Deviance

6. Literatura ②
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1. Oparte o wiedzę ekspercką

• kilka zmiennych

• brak interakcji

• dobrze znane w danej 
dziedzinie

2. Wykorzystuje kombinację wiedzy 
eksperckiej i informacji z danych

• uwzględniają wiedzę a priori 
w procesie selekcji zmiennych

3. Oparte o strukturę danych



Literatura
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1. Wykorzystanie pojedynczej 
metody → pełne dane

• Wybór w oparciu o strukturę 
danych np. korelacja

• Wybór w oparciu o analizę 
podzbiorów zmiennych

• Przekształcenie danych

2. Kombinacja wielu metod →
pełna dane

3. Selekcja oparta o podzbiory 
danych
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Eliminacja wsteczna
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model ze wszystkimi zmiennymi

algorytm oparty na P wartościach algorytm oparty na jakości 
dopasowania modelu

1. Test dla istotności każdej 
zmiennej (np. t) → P wartość

2. Usunąć zmienną o najwyższej P 
wartości

3. Iteracja pkt. 1-2

4. Zakończenie – brak nieistotnych 
zmiennych (np. P ≤ 0.05)

1. Usunąć jedną zmienną 
2. Obliczyć jakość dopasowania 

modelu (np. R2, AIC, deviance)
3. Trwale usunąć zmienną najmniej 

pogarszającą jakość dopasowania
4. Iteracja pkt. 1-3
5. Jakość dopasowania poniżej 

założonego progu (np. R2 ≤ 50%, 
P wartość dla deviance  0.05)



Eliminacja wsteczna
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1. Zalety
– prosta algorytmicznie implementacja

library(stats)
# algorytm oparty na jakości dopasowania modelu = AIC
final_set <- step(lm(y ~ x1 + x2 + x3 + x4),trace = TRUE, direction = "backward")
final_set <- step(glm(y ~ x1 + x2 + x3 + x4, family = binomial) ),trace = TRUE, 
direction = "backward")

2. Wady
– koniczność dopasowania pełnego modelu = wszystkie zmienne
– intensywny obliczeniowo
– problem wielokrotnego testowania → wiele testów dla zmiennych
– problemy dla zmiennych skorelowanych
– Ignoruje interakcje między zmiennymi 



Selekcja w przód
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model tylko z b0

algorytm oparty na jakości dopasowania modelu

1. Dodać pojedynczą zmienną 
2. Obliczyć jakość dopasowania modelu (np. R2, AIC, deviance)
3. Pozostawić zmienną o najlepszej jakości dopasowania
4. Iteracja pkt. 1-3
5. Żadna dodana zmienna nie poprawia jakości dopasowania modelu (e ≤ 0.01)



Selekcja w przód
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1. Zalety
– prosta algorytmicznie implementacja

library(stats)
# algorytm oparty na jakości dopasowania modelu = AIC
final_set <- step(lm(y ~ x1 + x2 + x3 + x4),trace = TRUE, direction = "forward")
final_set <- step(glm(y ~ x1 + x2 + x3 + x4, family = binomial) ),trace = TRUE, 
direction = "forward")

2. Wady
– intensywny obliczeniowo
– problemy dla zmiennych skorelowanych
– ignoruje interakcje między zmiennymi
– różne, wybrane zestawy zmiennych



Selekcja krokowa
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1. Kombinacja podejścia forward i backward
• Pierwszy model → pełny / minimalny / „środkowy”
• Selekcja w przód → eliminacja wsteczna
• Eliminacja wsteczna → selekcja w przód



Selekcja krokowa
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1. Zalety
– Wykorzystuje zalety obu poprzednich podejść

library(MASS)
# algorytm oparty na jakości dopasowania modelu = AIC
# można też użyć do selekcji w przód i eliminacji wstecznej → direction
full_model <- lm(y ~ x1 + x2 + x3 + x4)
final_model <- stepAIC(full_model, direction = "both")
null_model <- lm(y ~ 1)
final_model <- stepAIC(null_model, direction = "both")

null_model <- glm(y ~ 1, family = binomial)
final_model <- stepAIC(null_model, direction = "both")

2. Wady
– Zależny od algorytmu → różne, wybrane zestawy zmiennych



Walidacja krzyżowa
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• Podział dostępnych danych
– treningowe ①
– walidacyjne ①
– treningowe ②
– walidacyjne ②
– treningowe ③
– walidacyjne ③
– treningowe ④
– walidacyjne ④
– testowe

• Walidacja krzyżowa

trening trening trening walidacja
model 
score

trening trening walidacja trening
model 
score

trening walidacja trening trening
model 
score

walidacja trening trening trening
model 
score

4 fold cross validation
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Regularyzacja
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• „Kara” za złożoność modelu regresji → liczba efektów = zmiennych 
niezależnych
– L1 
– L2
– AIC
– BIC

• Pozwala na wybranie optymalnego zestawu zmiennych niezależnych



Regularyzacja
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• „Kara” za złożoność modelu regresji → liczba efektów = zmiennych 
niezależnych

– L1 𝜆 σ𝑖=1
𝑃 መ𝛽𝑖

– L2 𝜆 σ𝑖=1
𝑃 መ𝛽𝑖

2

– AIC 2𝑃
– BIC log 𝑁 𝑃

• Pozwala na wybranie optymalnego zestawu zmiennych niezależnych



Regularyzacja Lasso
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1. LASSO
– Regularyzacja L1
– Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
– Tibshirani (1996)

– minimum funkcji: σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

2 + 𝜆σ𝑗=1
𝑃 መ𝛽𝑗

– minimum funkcji: −
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔 Ƹ𝑝𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 1 − Ƹ𝑝𝑖 + 𝜆σ𝑗=1

𝑃 መ𝛽𝑗

2. Zerowanie estymatorów niektórych zmiennych ෡𝜷𝒋

3. Faktyczna selekcja zmiennych → usuwanie zmiennych z modelu przez  መ𝛽𝑗 = 0

4. Problem ze zmiennymi  skorelowanymi – dowolnie wybiera jedną zmienną 
spośród zestawu zmiennych skorelowanych 

5. Empiryczny wybór 𝜆 ϵ 0, +∞ np. walidacja krzyżowa, elbow method

6. Estymacja መ𝛽𝑗 metodą iteracji



Regularyzacja Lasso
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library(glmnet)
ibrary(MASS)

# Fit LASSO with CV for best lambda with linear regression
lasso_model <- cv.glmnet(X, y, alpha = 1, standardize=TRUE) # alpha=1 for LASSO
lambda_final <- lasso_model$lambda.min

# Fit LASSO with CV for best lambda with logistic regression
lasso_model <- cv.glmnet(X, y, alpha = 1, standardize=TRUE, family="binomial")
lambda_final <- lasso_model$lambda.min

# Fit LASSO with the final lambda
final_model <- glmnet(X, y, alpha = 1, lambda = lambda_final)
coef(final_model)



Regularyzacja Ridge

Copyright ©2025, Joanna Szyda 

1. Ridge
– Regularyzacja L2
– Hoerl and Kennard (1970)

– minimum funkcji: σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

2 + 𝝀σ𝒋=𝟏
𝑷 ෡𝜷𝒋

𝟐

– minimum funkcji: −
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔 Ƹ𝑝𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 1 − Ƹ𝑝𝑖 + 𝝀σ𝒋=𝟏

𝑷 ෡𝜷𝒋
𝟐

2. Zmniejszanie wartości estymatorów niektórych zmiennych ෡𝜷𝒋

3. Brak formalnej selekcji zmiennych, wszystkie zmienne pozostają w modelu, 

również mało istotnie zmienne – zmniejszanie estymatorów መ𝛽𝑗

4. Lepiej niż LASSO radzi sobie ze zmiennymi  skorelowanymi 

5. Lepsza interpretowalność estymatorów

6. Empiryczny wybór 𝜆ϵ 0,+∞ np. walidacja krzyżowa, elbow method

7. Estymacja መ𝛽𝑗 metodą iteracji



Regularyzacja Ridge
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library(glmnet)
ibrary(MASS)

# Fit Ridge with CV for best lambda with linear regression
ridge_model <- cv.glmnet(X, y, alpha = 0, standardize=TRUE) # alpha=0 for Ridge
lambda_final <- ridge_model$lambda.min

# Fit Ridge with CV for best lambda with logistic regression
ridge_model <- cv.glmnet(X, y, alpha = 0, standardize=TRUE, family="binomial")
lambda_final <- ridge_model$lambda.min

# Fit Ridge with the final lambda
final_model <- glmnet(X, y, alpha = 1, lambda = lambda_final)
coef(final_model)



Elastic net
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1. Elastic net – kompilacja Lasso i Ridge
– Regularyzacja L1 i L2

– minimum funkcji: σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

2 + 𝝀 𝜶σ𝑗=1
𝑃 መ𝛽𝑗 + σ𝑗=1

𝑃 መ𝛽𝑗
2

– minimum funkcji: −
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔 Ƹ𝑝𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 Ƹ𝑝𝑖 + 𝝀ቀ

ቁ

𝜶σ𝑗=1
𝑃 መ𝛽𝑗 +

σ𝑗=1
𝑃 መ𝛽𝑗

2

– 𝛼 ϵ 0,1 – waga dla regularyzacji L1

2. Łączy zalety podejść LASSO i Ridge – wybór zmiennych i zmniejszanie 
estymatorów

3. Bardziej wymagające obliczeniowo – estymacja hiperparamterów 𝝀 i 𝜶

4. Estymacja መ𝛽𝑗 metodą iteracji



Elastic net
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library(caret)

# Fit Elastic net with CV for best lambda with linear regression
train_control <- trainControl(method = "cv", number = 5)

# Fit Elastic net with CV for best lambda with linear regression
elastic_net_model <- train(response ~ ., data = data,
method = "glmnet",
trControl = train_control,
tuneGrid = expand.grid(alpha = 0:1, lambda = 0:10))

# Fit Elastic net with CV for best lambda with logistic regression
elastic_net_model <- train(response ~ ., data = data,
method = "glmnet",
family = "binomial",
trControl = train_control,
tuneGrid = expand.grid(alpha = 0:1, lambda = 0:10))



Adaptive Lasso
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1. LASSO z inną wagą dla każdej zmiennej
– Regularyzacja L1

– minimum funkcji: σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

2 + 𝜆σ𝑗=1
𝑃 𝑤𝑗 መ𝛽𝑗

– minimum funkcji: −
1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔 Ƹ𝑝𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 Ƹ𝑝𝑖 + 𝜆σ𝑗=1

𝑃 𝑤𝑗 መ𝛽𝑗

– 𝑤𝑖 =
1

෡𝛽𝐿𝑆_𝑗
𝛾

– መ𝛽𝐿𝑆_𝑗 estymator zmiennej zależnej z pełnego modelu regresji (wszystkie 

zmienne) 
– 𝛾 > 0.0

2. Pełny model musi być estymowalny P < N

3. Estymacja መ𝛽𝑗 metodą iteracji



Adaptive Lasso
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library(glmnet)
ibrary(MASS)

# Fit LASSO with CV for best lambda with linear regression
lasso_model <- cv.glmnet(X, y, alpha = 1, penalty.factor = weights, 
standardize=TRUE) # alpha=1 for LASSO
lambda_final <- lasso_model$lambda.min

# Fit LASSO with CV for best lambda with logistic regression
lasso_model <- cv.glmnet(X, y, alpha = 1, penalty.factor = weights, 
standardize=TRUE, family="binomial")
lambda_final <- lasso_model$lambda.min

# Fit LASSO with the final lambda
final_model <- glmnet(X, y, alpha = 1, lambda = lambda_final)
coef(final_model)
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AIC
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1. Akaike Information Criterion

– 𝐴𝐼𝐶 = 𝑁 𝑙𝑜𝑔
σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖− ො𝑦𝑖

2

𝑁
+ 2 𝑃 regresja liniowa

– 𝐴𝐼𝐶 = −2σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔 Ƹ𝑝𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 1 − Ƹ𝑝𝑖 + 2 𝑃 regresja 

logistyczna

2. 2 P – kara za liczbę zmiennych niezależnych w modelu

3. Najlepszy zestaw zmiennych →model z najniższym AIC

4. Metoda nieiteracyjna

5. Możliwe porównanie modeli niezagnieżdżonych

6. Brak istotności statystycznej dla rankingu modeli



BIC
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1. Bayesian Information Criterion

– 𝐵𝐼𝐶 = 𝑁 𝑙𝑜𝑔
σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖− ො𝑦𝑖

2

𝑁
+ log 𝑁 𝑃 regresja liniowa

– 𝐵𝐼𝐶 = −2σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔 Ƹ𝑝𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 1 − Ƹ𝑝𝑖 + log 𝑁 𝑃 regresja 

logistyczna

2. log 𝑁 𝑃 – kara za liczbę zmiennych niezależnych w modelu

3. Najlepszy zestaw zmiennych →model z najniższym BIC

4. Metoda nieiteracyjna

5. Możliwe porównanie modeli niezagnieżdżonych

6. Brak istotności statystycznej dla rankingu modeli

7. BIC nakłada większą karę na liczbę zmiennych niż AIC – 2 < log 𝑁



AICc
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1. Corrected Akaike Information Criterion

– 𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝑁 𝑙𝑜𝑔
σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖− ො𝑦𝑖

2

𝑁
+ 2 𝑃 +

2𝑃 𝑃+1

𝑁−𝑃−1
regresja liniowa

– 𝐴𝐼𝐶𝑐 = −2σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔 Ƹ𝑝𝑖 + 1 − 𝑦𝑖 1 − Ƹ𝑝𝑖 + 2 𝑃 regresja 

logistyczna

2. kara zależna od N = wielkości próby danych

3. Duża próba N → +∞,
2𝑃 𝑃+1

𝑁−𝑃−1
→ 0 wtedy AIC ≈ AICc



mBIC
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1. BIC z różnymi karami dla grup parametrów
2. Stworzony dla kontekstu genetycznego
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Likelihood ratio test
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1. LRT – modele liniowe

– 𝐿𝑅𝑇 = −2 𝑙𝑛
𝐿𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙

𝐿𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒
= −2𝑙𝑛

σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖− ො𝑦𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙_𝑖

2

σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖− ො𝑦𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒_𝑖

2

2. Test !!! → P values dla porównania modeli

3. 𝐿𝑅𝑇 ~ 𝜒𝑃𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒−𝑃𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙

2

4. Hipotezy:
H0: duży model nie jest lepszy niż mały model
H1: duży model jest lepszy niż mały model

5. Interpretacja → P value = 0.017 ???



Deviance
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1. Deviance – modele logistyczne

– 𝐷 = −2 𝑙𝑛
𝐿𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙

𝐿𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒
= −2σ𝑖=1

𝑁 𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔
ො𝑝𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒_𝑖

ො𝑝𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙_𝑖
+ 1 − 𝑦𝑖

1− ො𝑝𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒_𝑖

1− ො𝑝𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙_𝑖

2. Test → P values dla porównania modeli

3. 𝐷 ~ 𝜒𝑃𝑙𝑎𝑟𝑔𝑒−𝑃𝑠𝑚𝑎𝑙𝑙

2

4. Hipotezy:
H0: duży model nie jest lepszy niż mały model
H1: duży model jest lepszy niż mały model

5. Interpretacja → P value = 0.276 ???
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1. Po co jest potrzebny wybór zmiennych w modelu ?

2. Które z metod regularyzacyjnych jest najlepsze?

3. Co to jest IC?

4. Czy przy użyciu AIC można porównać modele zagnieżdżone?


